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Vorrede. 


im Jahre 1874 publicirte ich ein Werk unter dem Titel: „Neue Studien 
über die Integration linearer Differential -Gleichungen^. Dieses Werk enthielt 
fünf Abschnitte. Das Werk, welches ich hier der Oeffentlichkeit Qbergebe, 
bildet die Fortsetzung desselben und beginnt somit mit dem sechsten Ab- 
schnitte. In demselben versuchte ich Differential -Gleichungen zu construiren, 
deren particuläre Integrale ich voraussetzte. War mir nämlich eine Differential- 
Gleichung bekannt, deren Integrale die Gestalt 

ß ß 

y ^ Ci \(p(u, x) du -f- Gj j ^(w, x) du 

a a 

hatte, wo a und ß constante Zahlen bezeichnen, von welchen keine gleich 
Null ist, so suchte ich Differential -Gleichungen aufzustellen, denen genügt 
wird für 

a a a ß 

y=^C^ {(p{u,x)du -\- C, \(p (u, x) du + C3 1 V'C«*» «?) du + C^ iti'^i «) du 
0000 
und die LOsung dieses Problems gelang mir stets. Leicht wäre es nun ge- 
wesen ^ diesem Abschnitte eine viel grössere Ausdehnung zu geben. Vielleicht 
komme ich ein andermal darauf zurück. In den beiden letzten Paragraphen 
dieses Abschnittes behandelte ich Specialfälle der Differential -Gleichung von 
der Form 

{a,-hb^x 4 c^x') y" -^ (o, + b,x + c,x^y' + (a^ + \x ^c^x^y = 
Im nächsten Abschnitte, dem siebenten, war es die Gleichung 

05 y" + <» y ' — bxy =^0 
welche ich einer Untersuchung unterzog. Obwohl diese Gleichung so einfach 
aussieht, ist es doch äusserst schwer, ihr vollständiges Integrale in geschlos- 
sener Form darzustellen. Mir gelang dieses nicht einmal für die beiden 
Specialfälle a = 1 und a = 2. 


IV 

Der achte Abschnitt ist den Differential -Gleichungen der Form 

(aa 4- 6« aJ 4- Ca «*) /' + («, + h a?) y + a^y = 
gewidmet. Ich glaube, dass dieser Abschnitt dem Leser manches Interessante 
bieten wird. Namentlich erlaube ich mir aufmerksam zu machen auf das 
Integrale der Differential - Gleichung 

(aj« - 1) y" + (a + 6 + 1) cc / +- a & y = 

welches ich in der merkwürdigen Form eines Doppelintegrales gab, einer 
Form, die bisher meines Wissens bei Gleichungen dieser Art noch nicht 
vorkam. 

Im neunten Abschnitte lehrte ich die Integration verschiedener Diffe- 
rential-Gleichungen. Ich erlaube mir hier aufmerksam zu machen auf die 
Integration von Gleichungen der Form 

die so merkwürdig gestaltete Integrale lieferten. 
Wien, im November 1880. 


Simon Spitzer. 


Sechster Abschnitt 


Construction linearer DilTerentiaigieichungen bei vorausgesetzter Form 

der particuiären Integraie derseiben. 

§. 1. 

Die Biccati'sche*) Differential-Qleichang 

y' = «"• y (1) 

wurde im Jahre 1834 im 12^° Bande von Grelle' s Journal von Kammer 
und im Jahre 1837 ün 17^ Bande desselben Journals von Lobatto integrirt. 

Das Integrale der Gleichung (1) lautet: 
+1 -fi 


2m+4 


I 2ug' m + 4 I 2ua?* 

—1 -1 

imd dieses ist richtig f&r solche Werthe von m, die nicht zwischen den Zahlen 
und — 4 liegen , auch darf m weder gleich Null noch gleich — 4 sein , C^ 
nnd (7, bedeuten willkfirliche Constante. (Man sehe hierüber auch meine Vor- 
lasungen Aber lineare Differential -Gleichungen, Wien 1878, Seite 94.) 

Es Ufist sich leicht die Richtigkeit der Formel (2) darthun, denn es ist: 

C ?+i 

m 1 «^a;» W + 4 

y' = Cia:» Ja *^ + ^ u(l-ti«) ^"* + ^ du + 


*) Diese Gldchnng wurde den Mathematikern Ton Jacobi Riccati vorgelegt. Siehe 
AiAa erttdUorum anno 1722 publicata lApsitte pag, 502. 

Spül er, Neu Studien ftber lineare Differential-OleieliiiBgen. Ente ForU. 1 


Ferner hat man: 


+1 


2ux 


f+1 


m + 4 


// 


y 


-1 


+1 


+ a 6 


S 
— 1 



%ux 


Y + 1 


ifi 


i»+2 


(1^^^ ^'^+*[(f + 2)ua:*+t.»a^+^]du 


demnach ist: 



m 


2ua; 


41 


w + 2 


m + 4 


(i_„^ ^'«+* [f «_(i-««)«« ■"*] 


(Jti 


7+» 


4" C*,«* ] e 


' (1 — vr) 


jv 2« + 4 r/in 


[(; + 2)u-(l-u«)«* ]dw 


Die auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens stehenden Integrale 
gestatten eine Integration, und man hat, selbe ansf&hrend: 

«=+1 


fr -. y^m + 2 T"" 


2tta; 


•= + 1 


e «+« (i--ti«)*"* + * 


-(7,. 


?+i 

m I 2uflB 


m + 4 


2 


. X \e 


« + 2 (1— tt«) 


^•=-1 
•=+1 

* 

HZZ — l 


Der zweite Theil dieser Gleichung ist Null, weil die in den Doppel- 
Uammem stehenden Ausdrücke Null werden , und zwar sowohl f&r u := -j- I 
als auch für u=^ — 1. 


§. 2. 

Ich stelle mir nun die Aufgabe, jene lineare Differential - Gleichung zu 
construireu; der genügt wird durch folgenden Werth von yi 


+1 


2ux 


1+1 


y = ^ 


e ' (1 


« + 4 


—1 


2ux 


+ 1 


m-f 4 


-4, I a (1 — tt*) ^ du + 


+1 


(3) 


+ ^ 


I tux' m 


dtt + 


-1 


.^x J e * (1 — tt") * du 


+ A 


unter <ä|, il,, ^, iJ4 willkürliche Gonstante verstanden. Schlägt man den 
im §. 1 betretenen W^ ein, so erhält man: 

•=+1 


y' — 7fy = — A^ . 


m + 2 


2 


. X 


1-' 


2ux 


+1 


m 


\. m+i (!_««) 2« + * 




2 


2ux 


j+i 




m 


e »» + 8 (1_„«)2'"+* 


m 


2ttX 


y+1 


m + A 


_^.!L±i.a,«Lm+2 (i_^»j2m + 4 


-^4. 


ml 2t*ag* 
» + 2 „« K m-U« /i •\2m + 4 


«sO 
•=+1 

> 

«SS — 1 


m + 4 


2 


.«* \e « + 2 (1 — tt«) 


i«=o 


und wenn man in den eingeklammerten Ausdrücken die Grenzwerthe 0, =J= 1 
wirklich einführt, so kömmt man zu der Gleichung: 


^'-^y==!!Ltl(^A, + A,)x* +!L±i(^ + AJ«,« 


T- 


2 

die wir nun weiter discutiren wollen. 


(4) 


§. 3. 


Ist 


^, + A = 
80 geht die Gleichong (4) Aber in 


j^' — iB*y = 


_ w + * 


8 


(4, + A^ X* 


Sie gibt, durch x^ dividirt, 



m 

~ 2 


X* 


hieraus folgt: 



« 

d 

fy-ary 


dx 

m 


(A + ^J 


oder in anderer Form geschrieben: 

xy"-^y' = ^(xy+'ly) (5) 

Dieser Differential-Gleichung dritter Ordnui^ wird genügt durch den in 
(3) stehenden Ausdruck, vorausgesetzt, dass in demselben A^ -\- A^^= 
gesetzt wird. Demnach ist das vollständige Integrale der Gleichung (5) 

+1 


?+i 


2ux^ _ «1 + 4 

i J e ' (1 — vr) ^ du -^ 

— l 

+1 


2ux^ m 


+ (7,0!)«** + * (1 — «•) ""''"*d« + 




—1 
2ux^ 


+ C,«Je"' + " (1-««) *•»+*<*« 



unter C^^ (7,, (7, willkflrliche Gonstante verstanden. Ist aber 
so geht die Gleichung (4) über in: 




"_i 


Sie gibt durch x* dividirt 


iLj^^:» _ ?Lt5 (^^ ^_ ^) 


m _^ 2 


Hieraus folgt: 


da? 


[^1=" 


oder in anderer Form geschrieben: 


xr + (i - ?) f = ^ [^y + (i + ?)»] (6) 

Dieser Differential-Gleichung dritter Ordnung wird gleichfalls genügt durch 
den in (3) stehenden Ausdruck, vorausgesetzt, dass in demselben A^-\' A^ = 
gesetzt wird. 

Es ist sonach das vollständige Integrale der Gleichung (6) 

+1 




+ 


— 1 


4- 


4- C, I « ' (1 — tt") ^ du 



+1 

+ C/jOS I « (1 — w") ^ ati 

—1 

noter C^^ C,, (7, willkfirliche Gonstante verstanden. 

Ist weder J, -f J, = 0, noch il, -f- il^ = 0, sondern sind il^ , A^, 
i,, 2^4 ganz willkürliche Zahlen, so erhält man aus der Gleichung (4), 

durch X dividirt: 




hieraus folgt: 


d 


&^]=o 


Dieser Differential-Gleichung vierter Ordnung wird daher durch den in 
(3) stehenden Ausdruck Genüge geleistet, vorausgesetzt, dass A^, A^^ A^^ A^ 
ganz willkürliche, an keine Bedingung gebundene Gonstante bedeuten. 

§. 4. 
Die Gleichung 

«y'-y = (7) 

ist ein Specialfall der Biccati'schen Differential-Gleichung und lässt sich, 
da für selbe m = — 1 ist, nicht mittelst der Formel (2) integriren. 


Ich fand für die Gleichung (7) folgend^ Integrale: 

4« 


y = c; a? fß"^' yu^—4 du + 


—2 


(siehe meine Stadien Ober die Integration linearer Differential -Oleichangen, 
Wien 1860, Seite 43), und will, bevor ich weiter gehe, die Richtigkeit dieses 
Integrales darthun. 
Aus (8) folgt: 

4« 


j/ = iC, fe-^'* j/tt« — 4 (2 + u|/x) du + 


—1 

+1 

—i 

und 

-«-2 

—2 

+2 

-2 

, (4u»-8u)a; + (8u«-8)l/a;-u | , 
"r ^^i — 4) Vac ) 

Es ist demnach 

+ ^ Ce^'^^yZ^ZTi \[Suyx -f (u« 4)aj] toj [(u« - 4) [/«] + 


-t 


Die Integrationen lassen sich hier wirklich durchführen, und thut man 
dies, so erhält man: 

+ ih {**^' 1/^^^^^ («(««^4) log [(«»-4) ]/x]+2u K«-l)^_, 


and hieraus sieht man, dass der rechts des Gleichheitszeichens stehende Aus- 
druck gleich Null ist 

§. 5. 

Ich will nun jene lineare Differential-Qleichung aufstellen, welcher genügt 
wird für folgenden Werth von y 



— t 


+ A^ «f«*^* V/oTZl du + 





+ ^J^-^- Ki?^=^ {«^ %[(!*•- 4) K«^] + ^^^^ 




— s 


(9) 


+ ^ J«"V.|/;?ir4 {« hg [(«« - 4) Vx] + '^/^7^ } du 



unter A^^ A^^ A^^ A^ willkürliche Gonstante verstanden. 

Schlägt man auch hier den im vorigen Paragraphe betretenen Weg ein, 
so erhält man: 


•=+1 

+ 





und wenn man fdr u die Orenzwerthe und -i: 2 einfahrt , so gelangt man 
za nachstehender Gleichong: 

xy"-y=2 (A"+^) V^V- 1 - ty^yt i [*« % (-4) + 2« foff « + 1] (10) 
deren Discnssion uns nun obliegt 

§. 6. 

Ist 

J, + ^ = 

Bo geht die Gleichung (10), durch |/se dividirt, über in: 


8 


^^9=^ = 2(4+^^-1 
hieraus folgt: 

dx 


oder in anderer Form geschrieben 

und dieser Differential-tileichung dritter Ordnung genfigt folgender Werth von y 


+2 


y = A, a? f e"^'* j/tt« ~ 4du + 



—2 


+ A^x(e''^']/u^ — 4du + 



+2 

+ A (^ 
-2 


+2 


§. 7. 

Sind ^(, j4,, i^s, A^ ganz willkürliche Zahlen, so setze man in (10) der 
Einfachheit halber 

2 (A, -\- A^ ]/- l = A 

— av-i -^ 
Die Gleichong (10) geht hiedorch Ober in: 

xy"-y = Ayx-{-^[4xlogi-4)-\-2xlogx-\-l] 

Wird diese mit |/a; moltiplicirt, so erh&lt man: 

(xy" — y)\/x = Ax + B [4x log {— 4) -{- 2 x log x ^ 1] 

Durch zweimal anf einander vorgenommenes Differenziren gelangt man 
zu folgenden zwei Gleichungen: 

-^[ixj/'~y)yx] = A-\-2B[2log(-4,)-\-l + logx\ 

^ [i<i>f - y)Vx] = ^ 

Eliminirt man nun aus den drei letzten soeben aufgestellten Gleichungen 
A und B, so gelangt man zu folgender Differential-Gleicbung vierter Ordnung: 

xC2x^l)^,[(xy"-y)Vx]-2x^ [{xr/'-y)Vx] + 2(«y"-y) Vx = 

welche sich auch so schreiben lässt: 

4«« {2x - 1) (xy" - y)" - 4» (xf - y)' + (2a + 1) (xy" -y)=0 
und welcher durch den in (9) aufgestellten Werth von y genflgt wird. 


§. 8. 
Auch die Gleichang 

ist eine Biccati'sche. Ihr Integrale ist 


(siehe meine Vorlesungen Aber lineare Differential- Gleichungen Seite 97.) 
Aus ihr folgt: 


= -2Äi/'^'«V'^^'^'''' + 


-1 


+ fe j'^- y^^* [-vi'^'^+ '''* ':•-." "• ^ ^] ^- 


—1 

and 


^'' = ÄJ^^'*^^^*^^"^^(^+3^/a.)ciu + 


—9 


+ ^1- J/^ l/,?zri [(3u K«^ + u«) %?^ 


—8 


. — «a?T/a;+(8tt* — 8)a? + (4t*'-8ti)l/g 1 , 
I u' — 4 jaw 

Es ist sonach: 




' tt* — 4 J 

Die Integrationen lassen sich hier durchfuhren, und demnach gestattet 
diese Gleichung folgende Schreibweise: 


X^y" 


4- ^ 1/x {«^ [(«• - 4)* fo!7 ^ + V^?^^ (2« ^x - a')]}]"^] 


10 

Der Theil rechts vom OleichheitszeicheiL ist Null, weil die in den Doppel- 
klammem stehenden Ansdrflcke Null werden, and zwar sowohl für tt = -f-2 
als auch ftlr u = — 2. 

§. 9. 

Ich will nun jene lineare Differential - Gleichung aufstellen, der genügt 
wird durch folgenden Werth yon y 



—1 


+ -4, J e^ j/i?"^r4 dt* + 





+ 4 Je^' j^?:=r4 [«^ n[^ 



—8 




unter A^^ A^^ A^^ A^ willkürliche Gonstante verstanden. 

Schlägt man den im yorhergehenden Paragraph betretenen Weg ein, so 
erhält man: ^ 


»» 


I 

+ 4^/05 {c^ [(«• - 4)* % ^ + Kt?^^ (2« K« - «)]}[^ J' 




«=-8 


und wenn man f&r u die Qrenzwerthe 0, -±'2 einftihrt, 

^(A, + AJ ]/x [2logi- 4) -fo»» + f] [/-l (H) 

§. la 

Ist 

J, -f ^« = 

so geht die Gleichung (11), durch ]/x dividirt, aber in: 


11 


^!fe^ = 2(^ + ^)V/-l 


Hieraus folgt: 


|/a? 


J¥ L K« J 

oder in anderer Form geschrieben: 

und dieser Differential -Oleichnog dritter Ordnung wird genügt durch den im 
§. 9 anfgestellten Werth Yon y in dem Falle , in welchem A^ + A^ = ist, 
also f&r 

+« 


= Ä,je^']/^?^^du + 


y 


-s 


+ ^Je^l/tt« — 4dtt + 




+« 


§. 11. 

Sind ^, ii,, i43, ^4 ganz willkürliche Zahlen , so geht die Gleichung 
(11), wenn man der Einfachheit halber: 

2(4 + ^)J/-l = A 

setzt, über in: 

7?f -y = AVx + BVx[2log{-^)-hgx + '^'\ 

Wird diese Gleichung durch \/^x dividirt, so erhält man: 

Durch Differenziren dieser Gleichitiig erh&lt man: 

dxY Vx J ^L «^aj 
Wird dieselbe mit 2x multiplioirt , so erhUt man: 

Wird diese Gleichung wieder differenzirt, so erhält man: 

und eliminirt man nun aus den beiden letzten Gleichungen das B^ so kömmt 
man zu der Gleichung: 


12 


X 


^•^ ^^ dx^l Vx J ^ da? L Va? J" 


welche von der vierten Ordnung ist, und der Genüge geschieht durch den in 
§. 9 aufgestellten Werth von y. 

§. 12. 

Die Gleichung 

Vx .y' = y (12) 

für welche m = — | ist, lässt sich nicht mittelst der Formel (2) integriren. 
Ich führe behufs der Integration der Gleichung (12) für x eine neue Variable 
I in Rechnung ein mittelst folgender Substitution: 

x = S 
und erhalte dadurch die Gleichung: 

Diese ist ein Specialfall der Gleichung 

(m + aj)/ + [iä+B— (a + /J)(m+a;)]y' + [— il/J— 5a + «j8(m+a?)]y=0(14) 
und zwar hat man hierein zu setzen: 

m = 0, ^ = -1, B = -i, « = — i, ß = + i 

Da die beiden Argumente A und B der Gleichung (13) negativ sind, setze 
man in (13) 

dann erhält man 

^5T + *jf-T^« = (15) 

Für diese Gleichung ist: 

m = 0, A = h B = h « = -*, ß = + \ 
Da für die Gleichung (15) die beiden Argumente Ä und B positive 
unechte Brüche sind, so construire ich eine neue Gleichung, für welche Ä 
und B positive echte Brüche sind; ich bilde nämlich eine Gleichung, für 
welche 

m = 0, A^h £ = h « = -ii ß = + \ 
ist; diese neue Gleichung lautet: 

^Tr+i|f-T^'^ = o (16) 

und ihr Integrale ist: 

-i -i 

und dies lässt sich auch folgendermassen schreiben: 
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+1 +1 


Nun stehen bekanntlich die beiden Werthe yon z nnd z^ in folgendem 
Zusammenhange : 

(siehe Seite 26 meiner Vorlesungen über Differential - Gleichungen) und dies 
gibt entwickelt: 

16 

2 = «1 — ^«1 

Nun ist: 

+1 +1 

z,' === I C7j 6***S u (1 - tt«)~* du + I Qr*P"^ (1 - u»)~* (1 + 

+1 
= ^C, J e*^« 1*» (1 — tt«)"* du + 

+ I CX^je*''^ (1-ti")"'* (8ti««» + Sui - 1) du 

—I 

FolgUch ist: 

+1 


h" 


» > 


= _ ^ c; J e*"« iJo^r;? d« + 


— 1 

+1 


—i 

nnd 

—1 —1 

Setzt man hierein fDr ^ seinen Werth und lässt man die Hberflfissigen 
Constanten weg, so erhält man als Integrale der Differential - Gleichung (12) 
folgenden Werth Ton y: 

+1 +1 

1^ 


c i r . , , 

y = C,x \e^" l^nri? d« + C; I «*•' . «J?!^+4^^_^ll^^ dt, 


— 1 —1 
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Das zweite parücalftre Integrale iSsst sich Tereinfachen. Es ist idmlioh: 

J Kl-«» J 

Wird nun das letzte Integrale mittelst der Methode des theilweisen In- 
tegriiens behandelt, so erfa&lt man für dasselbe: 

- 6 »* (1 - ««)* «*-'* - lOar» P-* -^^^ 

J |/l-«» 

und gebt man za den Grenzen Aber, so erh&lt man: 

J l/i-u» J Kl'»' 

—1 —1 

FoIgUeli ist: 

= c; 35 ( e**" i^r:^;? d« + c, ( «*"' • ?Jt^-±i d„ (i7) 

J J Kl-«* 

—1 —1 

das vollständige Integrale der Gleichung 

K«.^'-y=0. (12) 

§. 18. 

Ich will nun zunächst die Bichtigkeit des Int^ales (17) nachweisen. 
Zu dem Zwecke construire ich y' und y". Es ist: 

+1 +1 

= C; je*- |J^1 — «• («•»* + I ua:"*) du + 


y 


/ 


— t 

+1 


— 1 
Nun hat man: 


J vr:^* 
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+1 


— 1 

+1 






—1 
and dies Iftsst sich auch so schreiben: 


und hiedarch ist die Biohtigkeit des Iiit^[rale8 (17) nachgewiesen. 


§. 14. 

Ich will nun jene lineare Differential- Gleichung construiren, der Genüge 
geschieht dorch 

+» 


= 4,« I«*«' i/T^^l?du 


+ i4,a> 




+1 


+ 




(18) 





-1 




+ 4 



woselbst A^f A^j A^^ A^ constante Zahlen bedeuten. Es ist: 
K«.y"-y=-|^aj*{e*-'*(l-««)*[-|il.«*{e*-'* (!-«•)*[ " 
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and wenn man die Sabstitntionen dnrchfllhrt: 

K« . y" - y = i »* (-4, +A)-i «"* (A, + A^ 
Hieraas folgt: 

Ist nan erstens 

so hat man für die Differential -Oleichong 

das Integrale 

+1 


y = A^x I e*-' 1^1 — u« du + 


+ 4 


—1 


8 



ist zweitens 

^4-^4 = 
80 hat man f&r die Differential -Gleichung 

das Integrale 

+1 -1 


= A^x e*** 1^1 — tt« d« + il,aj .1 e*-' |Vi-m« du 


+ 




+1 


+ 4. 


(^-'*t^l±ldu 


—1 

ist endlich drittens A^, A^^ A^^ A^ ganz willkürlich, so genügt dem in (18) 
aufgestellten Integrale die Differential -Gleichung 


^,[x*(yx.f-y)] = 


§. 16. 
Die Differential - Gleidhang 

l/a!.y"-y = (12) 

welche wir im §. 12 integrirten, Iftsst sich noch attf andere Arten integriren. 
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Differenzirt maa nämlich die Gleichung (12) und befreit man sie sodann von 

Brachen, so erhält man: 

2xy'" + y" — 2\/x.j/ = 
Setzt man hierein: 

^ = z 
ferner 

so erhält man die Gleichung 

J|^ = 4|* (19) 

welche sich noch weiter vereinfacht, wenn man 

setzt y denn man erhält alsdann die Gleichung 

Tt = ^- (20) 

Ihr Integrale ist nach Formel (2) 

+1 +1 

«=CiJ« (1 — t**) dtt + CijJe' (1 — u^ ^du 

—1 -1 

Mhrt man statt || seinen Werth |)/4 ein, so erhält man als Integrale der 
Gleichung (19) 

+1 +1 

e^ (l--ti«) dii + CilJ«' (1— u«) *ciu 

—1 —1 

Schreibt man hierein statt $ seinen Werth l/sc, so erhält man 

y=C^Je^ (1— w") du + Cil/ajJa" (1 — w«) *du 
—1 —1 

iiieraus folgt durch Differenziren 

+1 


f = C^x J«' tt(l — u«) *dw + 


-1 
+1 


Aus der Gleichung (12) folgt nun, da y = ]/x . y ist, für y folgender Werth: 

+1 

y = C7, fic Je* u(l — w") du -f" 


— 1 
+1 


e' ' (!-«•) *[l + ««*]dw 


—1 

8piti«r, N«iw StudiAB ftber Unean Differe&tUl-Glaiolmiigen. Erat« Forte. 
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und dieser ist dem in (17) aufgestellten Werthe von y identisch gleich. C^ 
und C^ bedeuten willkürliche (konstante. 

§. 16. 
Man kann das Integrale der Gleichung 

|^ = lx- (20) 

auch so schreiben (siehe Seite 87 meiner Vorlesungen über Differential- 
Gleichungen) 



unter Q, (7,, C^ willkürliche Gonstante verstanden, zwischen welchen die 
Gleichung 

C, + C, + (7, = 

stattfindet, und in welcher fi^, fc^, /k, die drei Wurzeln der Gleichung 

ft3= 1 
sind. Setzt man nun in (21) 

setzt man femer 

so ist 

OD 

8 = J 6~ *" [C, A, 6**"^ + q, A, e''"^ + q, A, e'*"*] du 



und setzt man hierein | = \/x , so ist : 

00 


Durch Differenziren dieser Gleichung erhält man: 

00 


// 


y 



folglich ist 


= 2T5j^ wlC;AJe +Ci^Je ^-Q^J« J 


00 

6 w[C/iAj6 +^2^a^ +,C'3Aje J dw 


y 




das ToUständige Integrale der Gleichung (12), vorausgesetzt, dass (7^, C,, C, 
willkürliche Gonstante sind, deren Summe gleich Null ist; A^, A,, A, sind 
die dritten Wurzeln der Zahl 4 
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§. 17. 

Im §. 15 haben wir die Gleichung 

yx.y''-y = (12) 

int^rirt, indem wir sie zuerst differenzirten und dann f&r x eine neue Variable 
^ einführten mittelst der Substitution: 

x = ^ 

Man kann aber auch den umgekehrten Weg einschlagen, nämlich für x 
zuerst eine neue Variable ^ einführen und dann differenziren. Setzt man 
also in (12) 

x = ^ 

so erhält man die Gleichung 

Sie gibt differenzirt, und dann durch ^ dividirt, die Gleichung 

und diese f&hrt, nach der Laplace' sehen Methode integrirt, zu folgendem 
Werthe yon y: 

OD 



Nun hat man hierein ^ = \/x zu setzen und dann die drei wülkflrlichen 
Constanten C^ , C, , Q so zu bestimmen, dass der Gleichung (12) genügt wird. 

§. 18. 

Ich will nun die Gleichung 

{m+x)f'^[A + B-{a + ß)im+x)\y' + [-Aß-^Ba + aß{m + x)]y-=0i22) 

vornehmen; in derselben bedeutet m eine beliebige Constante, a und ß sind " 
constante, yon einander yerschiedene Zahlen, A und B bedeuten positive echte 
Brüche oder imaginäre Zahlen, deren reelle Theile positive echte Brüche sind. 

Das Integrale der Gleichung (22) ist: 
i 

y = (7, J«*<'^'^ (u-a)^"' {u-ßf^' du + 


+ Ci (m 4- a?)'"^-'' J«"^**'^ (t* — «)"^ (u — /J)~^ du 


(23) 


C| und (7, sind willkürliche Constante. 

Die Bichtigkeit des eben aufgestellten Integrales lässt sich leicht nach- 
weisen, denn es ist: 




^ = C, f ««•<"+*> (u — «)-*-* (« — /J)'-' du + 


^ 


+ Ci (m + a)-'*-* r«"^"+'> (« — ar*(a — ^)-^[l— -4— 5 4-«(m+»)]dtt 

a 

und 

a 

ß 

+ C^{m + ^)->i-i^-i J^-(«+-) (t,-«)-* (^_|8)-^[(^+5)(^4.Ä_l) 4. 

a 

+ 2tt (1 — il -- jB) (m + a?) 4- 1*« («* 4- a?)'] ^^ 
folglich hat man, wenn man diese Werthe in die Gleichung (22) einfahrt, 
und der Efirze halber 

setzt 

ß 
P==C; fe*^"^*^(u- «/"'(« — 18)''"' [(m + (c)(w-a)(w- /?) + 

a 

+ 4 (u — /}) + B (tt — «)] dtt + 

; 

-f C; (« + a^»-^-* je""'+'^ (« - «)-* (« - /?)--* [(«1+«) («-«)(«-/J) + 

a 

+ (1 _£)(„_ |}) _j_ (1 _ 4) („_„)] d« 
Diese Oleichung lässt sich auch so schreiben: 


a 

ß 


und hieraas sieht man, dass in der That die Gleichung (22) für den in (23) 
aufgestellten Werth von y identisch erfallt wird. 

§. 19. 

Ich will nun jene lineare Differential -Gleichung aufstellen; der genügt 
wird durch folgenden Werth von y: 


= Ä, f «•("+*> (u - «)^-* (t. - ß)"-' du + 


y 



ß 


+ A, fö« (•-»•*) („ _ af-' (u - ßf-' dti + 
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+ 4, (m + aj)*-^-' f«*^"+'> (« - «)-' (ti - /})-'* dtt + 



4- ^4 (« + (b)'-^-* Je"("^> (m — «)-' (u — /?)-'* du 



nnier ^j, ^9, ^3, A^ willkürliche Gonstante^ und unter a und ß zwei von 
einander verschiedene Zahlen verstanden , von denen keine gleich Null ist. 
Verfolgt man den in §. 18 betretenen Weg, so erhält man: 

««("+») (« _ af (« - /?)' I + 


«=0 


-f ^. (m + «)'-^-* { e-("^'> (« - «)^-' (« - /J)»-^ } + 

^ 'i«=0 


+ 4, (m + «)^-^-' { «-<-+-> (« - «)'-* (« - |J)*-^ } 

* '«=0 

und wenn man die Substitationen dorchf&hrt, so erhält man: 

P=-U, +4)(_a)^(_^/_(^ + 4j(^+a,/-^-^(_a)'-*(_^,»-^ (24) 

and diese Gleichung wollen wir nun discntiren. 

§• 20. 

Ist 

4+J, = 

80 gestattet die Gleichung (24) folgende Schreibweise: 

(m + x)^^"-' P = - (^ + A,) (- «)'-' (- ß)'-^ 
hieraus folgt: 

Diese Differential- Gleichung dritter Ordnung gestattet folgende Schreibweise: 

und ihr genügt nachstehender Werth von y 

ß 
y = 4, Ja-^*^*^ {u - a/"' (u - ßf"' du + 

a 

a 

+ 4 (n. + a;)*--*-* fe"<"+'' (« — «)"* (« — /J)"^ d« + 



ß 

+ A^(m + ar)^-^-^|6-("*+*^ (u - a)-^ {u - ßr^ du 



unter A^, A^^ A^ willkürliche Gonstante verstanden. 
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§. 21. 

Für 

A + A, = 

geht die Gleichtmg (24) fiber in: 

Aus ihr folgt: 

P' = 

and dieser Differential -Gleichung dritter Ordnung wird genügt durch nach- 
stehenden Werth von y 


a 

y = A, fe"^"+') (« — af-' (« — ßf-' du -\- 




ß 


+ ^|e"^-+^^ (u - a)^"' (ti - ßf-' du + 




ß 


+ ^ (m + aj)'-^-* Jc*^*^^ (u — «)-^ (u — ßr^ du 

a 

unter A^, A^^ A^ willkürliche Cioüstante verstanden. 

§. 22. 

Sind A^, A^, A^^ A^ ganz willkürlich, so erhält man, die Gleichung 
(24) differenzirend : 

P' = _ (^3 + A,) (m + ar)-^-^ (- a)^-^ (- /J)*"^ (l - A - B) 
Wird diese Gleichung beiderseits zuerst mit 

(m 4- «)"*+* 
multiplicirt und dann differenzirt, so erhält man: 

Ä [(«» + a^/-^' P'] = 

Diese Gleichung vierter Ordnung gestattet folgende Schreibweise: 

(m + x) P" + {A + B)P' =0 
und ihr genügt der im §. 19 aufgestellte Werth von y, 

§. 23. 

In dem speciellen Falle, in welchem 

A + B = l 
ist, muss die ganze Analyse abgeändert werden, denn das Integrale der 
Gleichung (22) hat in diesem Falle nicht mehr die in (23) aufgestellte Form, 
sondern es ist: 

,.w.-~,.-.,^. -.-.,.. 


a 
ß 


+ cJe''^'^'^ (u - af^' (u - ßf-' log [{m+x) (u-a) {u—ß)] du (25) 
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Hieraos folgt: 

ß 


a 


+ C. J«-<-+" («-«/-• («-ft*-*{„&H/[(m+a!)(«-a) («_/J)]+^} du 


a 

und 


/=c,J...-^> (.-./- (.-«-..+ 


a 

ß 


a 

"^ m+x~ {m + xyf^^ 
Constndrt man aus diesen Werthen das P, so ergibt sich fQr dasselbe: 
ß 
P= C, J6"^~+*^ (u-a)^'' (tt-/J)^-'{(w ^. aj) (u-a) (u-/l) + A(u—ß) + 

a 

-\-B{u—a)\du-\- 
ß 
+ C, J««C»+') (« — a)^-* (tt - ßf-' { [(„ + a,) („_„) („_^) 4. 4 („ _ ^) + 

a 

Da nun nach der Voraussetzung 

A + B= 1 

ist, so yereinfacht sich hiedurch das P, die Integrationen lassen sich sodann 
durchführen, und man kann sodann das P folgendermassen schreiben: 

+ C, jc-<"+'^ (« - «)^ (« - /J)* log [(m + «)(«- «) (« - ^)] }"!^ 

und hieraus ergibt sich weiter 

P=0 

woraus sich die Bichtigkeit des iu (25) aufgestellten Integrales der Gleichung 
(22) ergibt. 

§,24. 

Ich will nun jene lineare Differential - Gleichung aufsuchen, der genflgt 
wird durch 
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= A^ J e-<-+') (« - a)^-^ (t* - /J)*-' du + 


y 

ß 


+ A, fe-<-+'> (« - «)^-' (u - ^)*-' du + 



a 


+ 4 fe-^"*+'^(w — «/-' (t^ — /J)^"' Zo<7 [(m + a?) (u — «) {u — ß)] du -|- 



+ A^ f e«(~+x) ^^ _ ^^ii-i (^ _ ^)B-i ^ j(^ + (c) (u — a) (w - /?)] dti 



hier bedeuten A^, A^^ A^, A^ willkürliche Constante, und A uad B sind 
positive, echte, an die Gleichung 

4 + 5 = 1 

gebundene Brüche; a und ß sind von einander verschiedene Zahlen, von denen 
keine gleich Null ist 

Bildet man, so wie im vorhergehenden Paragraphe, das P, so ergibt 
sich für dasselbe folgender Ausdruck: 

P = -{A,+ A^) (- «)^ (- ßf ~ (^ + ^4) (- «)^ (- «'' log [« /3 (m + x)] 
und didse Gleichung soll nun discutirt werden. 





§. 25. 





Ist 

so ist 

P 

hieraus folgt: 

= — 

■{A,-\-A^) (- «)^ (- 
P' = 

■ßf 




Diese Differential - 
durch 

Gleichung 

ist dritter Oidnung, 

and 

ihr wird 

genügt 



■af- 

■'(«- 

- /J)*-' dtt + 






P 

-«/- 

■»(«- 

- (S)'-' du + 






+ A^ J«-("+"> (tt - ä)-*-^ (u - /!)*-* 2o9 [(m + «)(«-«) (u - /D] du 

a 

hier bedeuten A^^ A^y A^ willkürliche Constante, und A und B sind, wie 
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schon wiederholt gesagt, positive echte , an die Gleichung A + B =r 1 ge- 
bundene Brüche. 

§. 26, 

Ist 

A,+A^ = 
so ist 

P= - {A, + .1,) (- a/ (- ßf log [aß (m + x)] 

Wird diese Gleichung beiderseits durch log[aß {m + x)] dividirt und dann 
differenzirt, so erh&lt man: 

d r P i_o 

dx L^g[€iß(in + x)]]^^ 
und dieser Differential - Gleichung dritter Ordnung gentigt: 
ß 
y = A^ |e"("*+*) (u - af-' {u - ßf^' du + 


a 

a 


+ ^ !«-("+') („ _ a)^-' (u - /J)^' hg [(m + «)(«- «) (« - ^)] d« + 

U 
ß 

+ ^ re'*^"*+*> (ti - a)^-* (w — /J)^"* log [{m + x)(u — a) {u — ß)] du 



unter A^^ A^^ A^ willkürliche Constante verstanden ; hiebei ist A + B = ^1^ 
unter A und B positive Zahlen verstanden. 

§. 27. 

Sind endlich A^, A^, A^, A^ ganz willkürliche Zahlen, so folgt aus 

P = -iA,+A;){^af{-ßf-{A^+A^){-a)U-ßflog[aß{m + x)] 
durch Differenziren die Gleichung: 

p/ ^ iA + A) (- «)^ (~ ß)^ 

Wird diese Gleichung beiderseits mit m + a; multiplizirt und dann differenzirt, 
so erhält man folgende Gleichung vierter Ordnung: 

^(m + «)P']=0 


d 


d 
Diese lässt sieh auch so schreiben: 

(m + a;) P" + P' = 
und ihr genflgt der in §. 24 aufgestellte Werth Ton y. 

§. 28. 
Ich wende mich nun zu der Gleichung 

(a,_«)(a,_/})j^'_((5 + ^_l)(«-«) + (4 4-f*-l)(x-/J)]/ + 

+ l»(il + B + ^-l)y = (26) 
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für welche ich Seite 33 der ersten Fortsetzung meiner Studien über die In- 
tegration linearer Differential -Gleichungen das vollständige Integrale 

ß 
y= C^ jiu-^ a)^'\u — ßf^' {x — u)^ du + 

a 
ß 

+ Ca j(u — ar"" (u — ß)'^ (x — u)^+''+'*-' du (27) 

a 

gefunden habe. In diesem Integrale bedeuten A und B positive echte Brüche, 
a und ß beliebige, von einander verschiedene Zahlen, von denen keine gleich 
Null ist, und C^ und C^ willkürliche Constante. 

Die Richtigkeit der Formel (27)^ die namentlich in dem Falle, in wel- 
chem X zwischen a und ß liegt, ganz tadellos ist, lässt sich leicht darthun. 
Denn es ist 

ß 
f = C,ii jiu — a)^~' {u — ßf-' {x — uf'' d w + 


y 


+ (7, (il + £ + ft — 1) J (« — «)"■" (w — ß)~^ (x — „)^+»+'-» du 


femer hat man: 

ß 


y"=C^(t(ii- 1) Je« — a)^ -' (tt — ßf-^ (x — m)"-* du + 


ß 


+ Ci(4 + 5 + ft— 1)(^ +5 + ;*— 2) J(tt—ar* (tt—^)-^ («—«/+''+'-» du 

a 

Führt man nun diese Werthe in die Gleichung (26) ein, und setzt man der 
Kürze halber 

(x--a) {x — ß)y" - [{B + ft- 1) {x-a) + (^ + ^- I) {x-ß)] y' + 

: ^(A + B + ft-l)y = Q 
so erhält man: 

ß 
Q = ^Q J(u-a)^-' {u-ßf-^ (x^uy-' { (^- 1) (a. - «) (x-ß) - 

a 

— [{B+(i-l)ix-a)+{A+ii-l)ix-ß)]ix-u)-\-(A-]-B-\-ii-l)ix-ur}du+ 

ß 
+ (A+B-\-i,-l) C^jiu-ar'iu-ßr^ix-uf +'+>'-' [{A ■\-B-\- 

a 

-\-lt-2)(x-a)ix-ß)-[{B-\-(i-\){x-tt)-{-{A+ii—l){x-ß)]{x-u) + 

-|-fi(aj — tt)'| du 
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Diese Gleichung lässt sich auch so schreiben: 

- (il + 5 + ^ - 1) q, {(u - «)^-^ (u - ß)'"^ (X - w)^+^+''-»}^ 

and da sich hieraus 

Q = 

ergibt, so sieht man, dass in der That der in (27) stehende Werth von y 
das Integrale der Gleichung (26) ist. 

§. 29. 

Ich will nun jene lineare Differential -Gleichung auüsuchen, der genügt 
wird durch 


= Ä,j{u — af-' (ti — ßi)'-' (x - u)" du + 


y 




ß 
+ A, Je« — a)^-* (tt — ß)"-^ (sc — tt)" d u + 



a 


(28) 


+ 4, J(« - a)-^ (tt - ß)-^ {X - tt)^+*+''-* du + 




ß 


+ ^4 j(u — ay^ (u — ßr^ (x — w)^^^+''"' du 


woselbst A^f A^, A^, A^ willkürliche Constante und A und B positive echte 
Brüche bezeichnen. 

Verfolgt man den im vorhergehenden Paragraph betretenen Weg, so 
erhält man: 

Q = - ft A, |(u - «)^ (ti - ßf (x - uT'\^" - 
- ,t 4, {(« - af (tt - ßf (x- tt)"-'}""" _ 

- (4 + 5 + p - 1) ^ {(« - «)>-^ (tt - ßT"" (« - ^f^'^''"'\Z> - 

-{A^B^y.-\)AA{u- ttf-" (tt - «'-^ (x - „)^+«+<-n*='' 

und wenn man die Substitutionen durchführt, so kömmt man zu folgender 
Gleichung : 

Q = ^ (il, +4J (-«)^ (-ft^**-^ + 

+ (ii + B + ft - 1) (^3 + 4J (- «)*-^ (- ft^-^ 0^^+^+''-^ (29) 

deren Discussion uns nun obliegt« 
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§. 30. 

Pflr 

A,+A, = 
geht Q aber in 

Q = U + B + lL-1) (Ä» -\-ÄJ (- «)'-* (- /J)'-^ 0.^+*+'-* 

Wird diese Oleichnng durch aJ^^"*+''~* dividirt und dann differenzirt, so 
kömmt man zu nachstehender Differential - Gleichung dritter Ordnung: 


r «__i = 


der genügt wird durch den in (28) stehendeD Werth von y^ wenn man nar 
zwischen den daselbst auftretenden willkürlichen Constanten die Bedingung 
A^ + ^ = feststellt. 

Für 

^ + ^, = 
geht Q über in: 

Q = (i(A,+ A,) (- «)^ (- ßf x'-' 

Wird diese Gleichung durch x^ ^ dividirt und sodann differenzirt, so 
erhält man 

welche Differential -Gleichung von der dritten Ordnung ist, und der gleich- 
falls Genüge geschieht durch den in (28) stehenden Werth von y^ falls nur 
zwischen den vier willkürlichen Constanten an der Bedingung ^^3 4- ^4 = 
festgehalten wird. 

§. 31. 

Sind A^, A^, A^^ A^ ganz willkürlich, so erhält man aus der Glei- 
chung (29) 

-±-^ = f,(A,+A,)(-af{-ß)' + 
x^ 

+ (A + B-\-(,-l){A, + AJ (- a)'-" (- /J)*-^ x^+'-' 
Differenzirt man diese Gleichung, so erhält man: 

^[■^] = {A+B-l)iA+B + (.-l)(A, + A^(-af-\-ßy-^x^*''-* 

Sie gibt, durch a?^"*"*"* dividirt und neuerdings differenzirt^ nachstehende 
Differential - Gleichung : 

Diese ist von der vierten Ordnung und ihr leistet der in (28) stehende Werth 
von y Genüge. 

Sollte A-^ B = 1 sein , so müsste auf ähnliche Weise vorgegangen 
werden, wie in den §. 23, 24, 25, 26 und 27 vorgegangen wurde. 


dx 
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§. 32. 

Ich will jene lineare Differential - Gleichung zweiter Ordnnng construiren, 
der genügt wird durch 

y^Ce^^'^C^im+xf (30) 

unter a, m und X gegebene constante Zahlen, und unter C^^ C^ willkürliche 
Constante verstanden. 
Aus (30) folgt: 

y •=! C^a 6** + Ci X («i + a?) 

y' = Cl«««"'4-<?2>t(A— 1) {m + xf"^ 

werden nun aus den drei letzten Gleichungen Q und C^ eliminirt, so erhält 
man die Gleichung 

{m^x) [A-«(m + (r)] / + [a^{m + xf - X (A - 1)] y' + 

+ a A [A — 1 — a (m 4- »)] y = 
Dividirt man dieselbe durch — a, und setzt man dann 

X 

m ■=■ n 

a 

mit anderen Worten, setzt man 

A = CK (m — n) 
so erhält man die Gleichung 

(m 4- a?) (n + x) y' + [(w — n) {am — an — 1) — a {m'\' x)^ y + 

+ a(m — n) (a» + aa5-|-l)y = (31) 
und dieser wird genügt durch 

y^c, r + q, (m + «)«^~-"> 

Anmerkung 1. Die Gleichung (31) ist ein specieller Fall der Gleichung 
(211), auf welche wir in unseren y,Neuen Studien" Seite 122 geführt 
wurden. Setzt mau nämlich in die Gleichung (211) der „Neuen Studien^ 

^==0, -4i=0, 5 = 1 + (n — m)a, jB^ = — 1, /J = 
so gelangt man zur Gleichung (31). 

Anmerkung 2. Setzt man in der Gleichung (31) 

«=1, m = 0, n = — 2 
so erhält man die Gleichung 

a.(a._2)2/' + (2-aj»)y' + 2(a5-l)y=0 
und ihr genügt 

y=C,^^C^x^ 

Die letzt aufgeschriebene Differential - Gleichung und ihr in so einfacher 
Form auftretendes Integral fiel mir beim Durchlesen des schönen Werkes von 
J. Hoüel, y^Coms de calcül infiniUsimal^j 2. Band, Seite 419 und 439 auf. 
Ich will hier nur nebenbei bemerken, dass, so oft ich zu einer Gleichung 
zweiter Ordnung mit quadratischen Goefficienten gelange, ich mir dieselbe 
notire, weil ich glaube, dass eine Sammlung von Gleichungen dieser Art in 
der Folge, wenn das Problem der Integration von Gleichungen der Form: 
(a, + 6,aj + c,aj«)/ + (a,+6,aj + c,aj«)y +(«o+6o«^ + Coa^')» = 0(32) 
mehr vorgeschritten sein wird^ von Nutzen sein kann. 


30 

§. 33. 

Setzt man in die Gleichung 

«tt y ' 4- «1 y' + («D + a^) y = 

welche wir integriren lehrten, für y eine neue Variable z mittelst der Sub- 
stitution 

y =z xz 
so gelangt man zu der Gleichung 

Oj sc z" + (2 «2 + Oj aj) z' + (^1 4" öto 35 4" 35") 2 = 

welche nun auch integrirbar ist. Diese Gleichung gehört gleichfalls zu den 
Gleichungen der Form (32) und wurde eben deswegen hier erwähnt. Ich kann 
diesen Abschnitt nicht schliessen, ohne zu bemerken, dass selbst die Gleichung 

8xy' -\- {r -^ qx) y -\- (p -{- nx -\- mx^) y :=0 

welche viel einfacher als die Gleichung (32) ist, und in welcher s^ r, q^ p. 
Vi, m constante Zahlen bedeuten, bisher noch nicht integrirt werden konnte. 


Siebenter Abschnitt. 


Integration der Gleichung 

^y' + «/ — ^^y = (33) 

§. 34. 

Bezeichnet man die drei particulären Integrale dieser Gleichung mit y^^ 
y^ und ^3 und entwickelt man dieselben in Beihen, so erhält man: 

2'i'"^^"o + l' 3! *•" (a + l)(aH-4) ' 6! "^ (a + 1) (a + 4) (a + 7) " 9! "T" ' ' " 
2^2— ®i"a + 2' 4! "" (a+2) (a + 6) ■ 7! • (a+ 2) (a + 6) (a + 8) * 10! "^ • • • 

2^^ ""aj« I* ""(a — 4) (a— 6)* 3 ' (a — 4) (a — ö).(a--7) (a— 8) ' 3 . 6 "*" 

. „__ L _^l£ü_4. \ 

' (a — 4)(a-6).(a — 7) (a — 8).(a — 10) (o — 11) " 3 . 6. 9 ~ '••) 

Diese drei Beihen sind, wie man auf den ersten Blick sieht, im all- 
gemeinen von einander verschieden; die erste Beihe ist unbrauchbar , im 
Falle a einen der nachstehenden Werthe hat: 

— 1, —4, —7, — 10, ... 

Die zweite Beihe ist unbrauchbar, falls a gleich ist einer der Zahlen 

— 2, —5,-8, — 11, ... 

Die dritte Beihe ist unbrauchbar, im Falle a gleich ist einer der Zahlen 

4, 5, 7, 8, 10, 11, ... 

Aus der Betrachtung der drei Beihen sieht man femer, dass für a = 1 
y, = ^3 und far a = 2, y, = ^3 wird. 

Ist daher a irgend eine ganze positive oder negative, nicht durch 3 
theilbare Zahl, so sind nicht alle drei oben angegebenen particulären Integrale 
brauchbar, sondern stets nur zwei derselben^ diese zwei sind aber convergente, 
von einander verschiedene Beihen. Ist a ein Bruch, so sind alle drei oben 
gegebenen Beihen von einander verschieden, sie sind femer convergent und 
daher brauchbar. 
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§. 35. 

Man kann, im Falle a = l iat, als die drei particulären Integrale der 
Gleichung (33) 

Vi y« a — 1 

ansehen ; das dritte particuläre Integrale , welches f&r a = 1 in ~ übergeht, 
wird sich dann auch so schreiben lassen: 


(dy,\ _ (äy,\ 


und man hat daher, um dies in entwickelter Gestalt zu geben, y^ und y, 
nach a zu differenziren. 

Ist ferner a =- 2 , so kann man für die drei particulären Integrale der 
Gleichung (33) 


2^1 Vü 


a — 2 


aufstellen; letzteres wird für a = 2 in ~ übergehen, der wahre Werth des 
dritten particulären Integrales ist sodann 

(±yjL\ _ (^\ 

und man muss daher, um dieses dritte particuläre Integrale in entwickelter 
Gestalt zu erhalten, y^ und y, nach a differenziren. 

um also für a = 1 und far a = 2 das vollständige Integrale der Glei- 
chung (33) in Beihenform zu erhalten, hat man die drei in §. 34 in form 
unendlicher Beihen aufgestellten particulären Integrale nach a zu differenziren. 

§. 36. 

Nehmen wir vorerst y^ vor und differenziren wir dasselbe nach a. Man 
kann y^ auch so schreiben: 

hier ist: 

P — -JL- k^ 

^i— a+l' 81 

p __ 1.4 5« ac« 


P,= 


(a + l)(a + 4) 6! 

1.4*7 6*aj» 


3 ■"" (a+l)(a+4)(a+7) 91 
fogr Pj = faflf -ry- — toflf (a -f 1) 


logPq = log ' g^ — fojf (a + 1) — % (a + 4) 

%^3 = toy ^'^-,^^'^' -foy (a + 1) - foj, (a + 4) -log{a + 7) 
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Differenzirt man die logarithmischen Gleichungen nach a, so erhält man 

P, " da a + 1 

1 dP^ — _ S L-. 

P^ ' da ä+1 a + 4 

1 dP, _ 1 1 1 


P, da a + X a+4 a+1 


folglich ist: 

dP^ _ 1 h ä' 


da ~ a+1 8! a + 1 
<gP» 1.4 b^ /_!_ j 1_\ 

da (a+l)(a + 4)' 6! \a+i ' a + 4; 

dP, 1.4.7 b*x^ /l j 1 I \\ 

da ~ (a+1) (a + 4)(a + 7) ' 9! \a + l • a + 4 ' a + 7J 

Man hat demnach 

dVi __ 1 bx^ 1 

da a + 1 ' 81 *a+l 

1 .4 b^x* /_! , J_\ _ 

(a+1) (a + 4)" 6! \a + l • ä + 4/ 

(a+1) (a + 4) (a + 7)' 9! Va + 1 "^ « + 4 "^ a + 7J 

§. 37. 
Nehmen wir nnn y^ Yor und differenziren wir dasselbe gleich&lls nach a. 
Man kann y^ so schreiben: 

y^ = x + Q, + Q^ + Q^ + ... 

In dieser Beihe bedeutet 

^ "^0+2 ' 4! 

Q 2.6 6* oj' 


(a+2)(a + 6) 71 
^ ~(a + 2)(a + 6)(a + 8) ' 10! 

fc» Q. = %^-^T^- % (« + 2) - foff (a + 5) 

log Q^ = log ^ '^ 'l^'"^' ^ log (a + 2) ^ log (a + b) -• log {a + 8) 


Differenzirt man diese Gleichungen nach a, so erh&lt man: 

JL dQ^__ i_ 

0, ' da a + 2 

1 dQ^ 1 1 


Q, da 0+2 a + 6 

1 dQ, 1 1 1 


Q, da a + 2 a+ö a+8 

Spitier, Nene Stadien Aber lineare Differential-Oleichiuigeii. Ente Fort«. 
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folglich ist: 

dft _ _ 2 bx' 1 

da ~ a+2 ' 41 a + S 


2 . 5 h^x' / 1 , 1 \ 

(a + 2)(a + 6)" 7! ^0+2*^0 + 6/ 

(a + 2)(a + 6) (a + 8)' 10! \a + 2 "^ a + 6 "+" a + 8/ 


Man hat demnach 

dy, 2 6«^ 


da a-f2 4! a + 2 

2. 5 6^ /_l , 1 \ __ 

(a + 2)(a + 6)" 7! ^^a + 2 ' + 5/ 

(a + 2)(a + 6)(a + 8)' 101 ^^a + 2 ' a+6 ' a + 8/ 


§. 38. 

Nehmen wir nun schliesslich noch y^ vor und differenziren wir dasselbe 
gleichfalls nach a. 

Es ist 

ys = x'^'' + B,+B, + R, + ... 
In dieser Reihe ist: 

p 1 ha^ 

^ "~ (4 — a)(6 — a)' 3 

6^ aj*-* 


6 

11— a 


•^ ~" (4 — a)(6 — a).(7 — a)(8— a)' 3. 

p 1 ^1?!!"! 

^ (4-a)(ö — a).(7 — a)(8 — a).(10 — a)(ll — a) '3.6.9 
log R^ ^=: log — j a log x — /og^ (4 — a) — log {5 — a) 

b* X* 

log S^ = logj-^ — alogx—log{4:—a)--bg{5 — a)^log{l—a) — log(S'-a) 

logR^ = log ^ ^^ — a log x — log (A — a) - log {5 — d) ^ log (1 — a) — 

— log {8- a) -' log (10 — a) - log (11 — a) 

Diese logarithmischen Gleichungen geben nach a differenzirt: 

1 dB, ; ,1.1 

Ä:--dT=- ^^ + 4^-^ + 6=^ 

Är'dF=- ^.9 ^+4^ + 6=^ + 7=^ + 8=^ 

J_ d^ _ _ , j 1_ , 1 j 1_ j 1__ , 1 , 1 

Ä, ' da "" '<V®-r4_a"^6— a'T"? — a'f"8 — a'f" 10-a"^ll-a 

denmach ist: 


35 

5— a 


da (4 — a)(5 — a) 3 L ^^ ^4 — a ' 6 — aj 

da (4 — a)(6-a).(7—a)(8 — a) " 8.6 L "^^^ "»" 4 — a ' 6— "a "^ 7 — a "^ 

+ »irj 

^ 1 &»g""^ r_ 7 , ^ , 

da (4 — a)(6 — a).(7 — a)(8-a).(10-o)(n — a)*3.6.9 l_ *^5^*"i"4_o"r 

. _i , _J_ I _JL_ J \ I ?_1 

'6-a"T'7-a'»"8 — a~10 — a"»" il— aj 

und folglich hat man: 

1 ft^g^^ r I ^j 1 I t . 1 . 1 1 

(4-a)(6 — a).(7-a)(8 — o)* 8.6 L ^^ "^ 4— a"^6 — a"»" 7 — a "»"8-0] "^ 

1 &' g"-^ r , , 1 . 

(4-a)(6— a).(7-a)(8 — a).(10 — a)(ll — o) *3.6.9L •^^'4 — a' 

^" 6^^ "• 7 — a ' 8^ä ' 10 — a ^" 11 — oj ' *" 

§. 39. 
Will man demnach das vollständige Integrale der Gleichung 

xy"\ + y' — hxy = 
haben, so erhält man fBr dasselbe, da hier a=l ist, 

und dieses lautet in entwickelter Oestalt folgendermassen : 

n (t \ A ftaj' , 1.4 h^x* , 1.4.7 h*x* , \ , 

y = ^1 ^^1 + + • TT + aTTö • TT + '2". 6T"8 • TT + • • • j + 

I io / in boj* 2.6 6»aj' , 2.6.8 b»a;»« , \ , 

+ ^»i^« + t-Tr + 876* "TT + äTSTe-'-iöT + •••; + 

I i^ r/ 19 6«* , 2.6 6«ä' , 2.6.8 b»«'» , \, 

+ C3 [(aj + i • ^ij- + 3^ • ^y + 37e7^ • lör + • ■ • j ^^^ - 
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2 . 6 6'«^ 
8.6* 71 

2.6.8 6» ä" 


(l + i + i + l + l + iV)- ] 


8.6.9 10 1 

und will man das vollständige Integrale der Gleichung 

xf + 2f — bxy = 
baben, für welche a = 2 ist, so findet man für dasselbe: 

und dieses lautet in entwickelter Gestalt: 


8< 
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^ /- , . bx^ , 1.4 6»a:« , 1.4.7 fc»aj» , \ , 

y = ^ (1 + T • "37 + 876 • TT + rre-flT • TT + •••; + 

, ^ / . , 6a:' , 2.6 6»a?' , 2.6.8 ft'rc" , \ , 

+ ^ (a^ ^ f • TT + rr? • TT + iTTTiö • löT + • • • j + 

. /^ r/i 1 i ÖÄ» , 1.4 b'Ä« , 1.4.7 6»aj» , \, 


1 .4 ft'a?" 
8.6' 6! 
1.4.7 h^x^ 


-ii + i + i + i)- 


3.6.9 9! 

woselbst C|, Cg, C3 willkürliche Constante bezeichnen. 

§. 40. 

Das Integrale der Gleichung 

xy" -[- Sy" — 6 a; y = 

ist leicht aufzustellen. Führt man nämlich für y eine neue Variable z mit- 
telst der Substitution 


y = x 


ein^ so erhält man, da 


2^ 


y x «* 

„ e^ 2^ , 2jB 

y X x' '' 05* 

fff ^^ 0" 8 j?" 1^ 60* 6 g 

y X 05' ' sc* 05* 

ist, folgende Gleichung in z: 
woraus 

folgt, unter A^ B^ C willkürliche Constante, und unter k eine imaginäre 
dritte Wurzel der Einheit verstanden. 

Wir erhalten demnach , im Falle a = 3 ist, 

als vollständiges Integrale der vorgelegten Gleichung. 

§. 41. 
Nachdem ich das Integrale der Gleichung 

xr/" + ay" — 5a?y = (33) 

in jenen Fällen ermittelt habe, in welchen die Zahl a gleich 1, 2 oder 3 ist, 
will ich nun das Integrale derselben Gleichung (33) ermitteln für jene Fälle, 
in welchen a gleich 4, 5 oder 6 ist, habe ich diese Integrale gefunden, so 
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ist es dann anch leicht ^ die Gleiohong (33) zu integriren f&r a gleich 7, 8 
oder 9 u. s. f., mit anderen Worten , ich will das Integrale der Gleichung (33) 
für alle jene Fälle angeben, in welchen a eine ganze positive Zahl ist. 

Ztt dem Zwecke betrachte ich nachstehende Differential -Gleichong: 

xz'" + {a + 3)z' — hxz = (34) 

Das Integrale dieser Differential -Gleichung steht, wie ich bemerkt habe, mit 

dem Integrale der Differential - Gleichung (33) in folgendem Zusammenhange, 

es ist: 

z = y'''-by (35) 

ist daher y, d. i. das Integrale der Gleichung (33) bekannt, so ist es leicht, 
mittelst der Gleichung (35) das z zu ermitteln. 

Um den eben aasgesprochenen Satz zu beweisen, substituire ich den in 
(35) stehenden Werth von z in die Gleichung (34), ich erhalte hiedurch 
x{y"'-hyr + (a + 3) {y"'-hyr - hx (y"-6y) =0 
Diese Gleichung gestattet folgende Schreibweise: 

(«y" + «ff" — hxy)'" — b (xy" + ay' — hxy) =0 
und diese Gleichung ist vermöge der Gleichung (33) wirklich gleich Null. 

Will ich nun z. B. das Integrale der Gleichung 

xz" '\- ^z" — 6 a? 2 = 

haben, so stelle ich das Integrale der Gleichung 

xf +y' — hxy = Q 

auf, welches ich im §. 39 gegeben habe, und dann ist das gesuchte z zu 
bestimmen aus der Gleichung: 

z = y —by 

unter y den eben besprochenen Werth verstanden. 

§.42. 

Wird die Gleichung (33) mittelst der Laplace' sehen Methode inte- 
grirt, so erhält man (siehe die zweite Fortsetzung meiner „Studien" über die 
Integration linearer Differential - Gleichungen Seite 1), da in diesem Falle 

ist 

El — ^"' 

ferner 


und 


/t^~ = f %(^'-*) 




Die Gleichung zur Bestimmung der Integrationsgrenzen lautet: 


a 
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für positive Werthe von a wird dieser Gleichung genügt fttr 

woraus folgen: 

unter Je eine imaginäre dritte Wurzel der Einheit verstanden, somit ist 
y=C,y'''' iy? - hf"^ du + q, J e~' (u« - 6)^"' du + 



+ C^Je"'' {u^ — hf^ du 



das Integrale der vorgelegten Gleichung, vorausgesetzt, dass a eine positive 
Zahl ist, und dass C^, C^, C^ willkürliche Constante bezeichnen, welche an 
die Bedingung 

gebunden sind. 

Man kann die drei Integrale auf bekannte Weise leicht unter gleiche 
Integrationsgrenzen bringen, thut man dies, so erhält man*) 

1 

t, = J (1 — «V "' [ C, e"'^' + C, k e""^' + C, k' «*•»' V'jJ d „ (36) 



als Integrale der vorgelegten Gleichung. 

§. 43. 

Ich will nun das in (36) stehende Integrale in unendliche Reihen ent- 
wickeln. Es ist nämlich: 
1 

(1 — uY [C, (l+uxVh-\ 2j \ 3j — + ...) + 





+ Qfe^l + kuxyb^ Y\ 1 8l I-.-.J + 


*) Ich erlaube mir hier auf die Aehnlichkeit himaweisen, welche das Integrale der 
Gleichung ^f'-ss^xy mit dem Integrale der in (33) stehenden Gleichung hat Das Inte- 
grale der Gleichung y" = re^ ist nämlich (siehe S. 106 meiner Vorlesungen über Differential- 
Gleichungen) 

OD 
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und dies lässt sich folgendeimassen schreiben : 

y = J (1 - M»)^"* [C + c. & + c, ft« -f 

+ »♦ « V^6 (C, + q, Ä:« + C, &*) -I- 

+ ^^^^jf^ (Ci + c;&* 4- ^3 &») + ...] du 

Beaditet man nan , dass X;' = 1 , femer dass 

C, + C, + C, = 
ist, so erhält man, wenn man der Eflrze halber 

C, + CjÄ + C,fc« = L 

setzt, fttr y folgende Beihen: 



1 



Nun ist bekanntlich: 





3r 


f-ifi^) 


sonach ist 


■ ■ r(i)r(f) .^r(i)r(f) .^ r(l)r(|) 

'■(1)^(1) ,5^. £(fMi)^._i^ ^(IH!)^ 


+ Mxyb 


sr^^) ' ''■ Br(^) ■ ^' 3r(4-«) 


Lässt man in dem ersten Ausdrucke durchgehends die constanten Fac- 
toren 3-^(7) ^^^ ^^ ^^^ zweiten Ausdrucke durchgehends die constanten 

Factoren ^rl|^l|/6 weg, so erhält man: 
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y^L 


-\-Mx 




+ 


81 


^( 


"*" 4! 


(i) 

a + 4 


) 


+ 


61 


f 

-h 


7! 




+ ... 


+ 


+ ... 


Nun findet bekanntlich f&r ganze Werthe von n folgende Gleichung statt: 
r (^ 4- n) = ^ (4 + 1 ) ( A 4- 2) (4 + 3) . . . (il + n - 1 ) r (^) 
demnach ist: 


y = L 


(i) 


6 a;' 


p./a+l\ "'" 3! ' a+ 1 


8 


^ 


i^(i) 


3 


r 




11) 


+ 


6»a;« 


6! g + l a-f4 
3 ' 3 




8 8 


f+^) 


3 8 ^ l, 3 / 


41 a + 2 


• r 


m 


~ 7! a+2 a + 6_/a + 2i ' "• 


f4-') 


3 ~V3/ 3 3"Vi* 

oder, wenn man auch hier die allen Gliedern jeder Reihe gemeinschaftlichen 
Constanten Factoren weglässt, so erhält man 

welche Seihen vollständig mit den in §. 34 aufgestellten Beihen überein- 
stimmen. 


hx^ , 1.4 h^x 

' TT "^ (a + l)(a + 4) ' "6 


6aj' 


+ 7: 


2 . 5 


? + •••) + 

7! "T"---j 


§.44. 

Man könnte auch fragen, wie denn C^, C^y C^ gewählt werden müssen, 
auf dass folgende Gleichung identisch stattfinde: 

1 



__. j 1^ bx» 1.4 ft» a?* . 1.4.7 fc»a;» o^x 

~"^ "^a + l ' 3! ■'" (a + l)(o + 4) ' 6! "^ (a + 1) (a + 4)(a + 7) " 9! "r"" ^^'^ 

Um diese Aufgabe zu lösen, differenzire man die Gleichung (37) nach 
sc, man erhält sodann: 


5aj» 


+ 


1 . 4 


6'aj» , 

-IT -r 


1.4.7 


6« 5^ 

I r • • • 


a+1 2! ' (a+l)(a + 4) 6! ' (a4- 1) (a + 4) (a + 7) 8! 

Setzt man nun in den beiden letzten Gleichungen a; = 0, so erhält man: 
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_ 3 r(^ ) 

Ci + C, Ä« + q, Ä = 

femer ist noch 

C, + C, + C, = 

Ans diesen drei Gleichungen folgt: 

Wenn man somit in die Gleichung (37) diese Werthe einfahrt, so erhält 
man, beiderseits durch (?, dividirend: 


o 

r 


I 

a 


\j) M äj f. , _J_ ^ , 1.4 6^a;< ^ 1 .4.7 _ 5^x" , "1 

j./a + U L +a+l 3! +Ca+l)(a + 4) 6! "^ (a+ J) (a + 4) (a + 7) "9! "^ -'J 

Es erscheint somit das in §. 34 mit y^ bezeichnete particuläre Integrale 
der Gleichung (33), in geschlossener Form dargestellt, in folgender Gestalt: 

y, = J(l _ «»)» "' («"'''» + «»-•»^» + c*'""^*) du 



§. 45. 

Fragt man weiter , wie (7,, (7,, C, gewählt werden müssen, auf dass die 
Gleichung 

J (1 _ „y "' [c e"^* + C, &e*"'^* + C3 Ä;«e*'"^*] du = 



~'*"'"a + 2'4I "^ (a + 2)(a4-6)' 7! "^ (o + 2) (a+6)(a+8) ' 10! "^ "" 

identisch stattfinde, so differenzire man diese Gleichung nach a?, man erhält 
dadurch : 

1 
V'ft J (1 - ««)»"' u [Ci Ä*'^* + C, &• e**"^* + ^7, Jk «*'"^*] d« = . 



_ . , 2 6 AB* , 2. 6 6«a?* 2.6.8 6» g* , 

"" ■'"a + 2" 81 "♦"(a+2)(a + 6)* 6! "^ (a+2)(a+ö)(a+8) * 91 + •*• 


42 


Die beiden letzten Gleichungen gehen für x = in folgende zwei 
Gleichungen Aber: 

C, + C, Ä + C, fe« = 

3 r(i±J) 

C| + Ca Ä 4- Cj t — -j- ^-gv ^r--- 

^^^- ^(1)^(1) 

fügt man noch die Gleichung 

c; + Ci -h C3 = 
hinzn^ so folgt aus diesen drei Gleichungen: 

Og ^— V/j AC 

Oo — Oj fC 


somit ist: 
1 


J (1 -ifl' ' [«"'' + l'e'""'* + *«'•"■''■'] d« = 




^ _ ^^"a + 2*4! T(a + 2)(a + 6)' 7! "T" •- J 

Es erscheint somit das in §. 34 mit y^ bezeichnete particuläre Integrale der 
Gleichung (33), in geschlossener Form dargestellt, in folgender Gestalt: 

1 


y« 


= J (1 _,,3)» ' [^««V^* ^ ft«ö*««\^* + Äe*'^*^*] du 


§. 46. 
Ich will noch bemerken, dass die Gleichung 

® y" •+ « y ' — hxy = (33) 

im Falle a eine durch 3 theilbare ganze positive Zahl ist, sich leicht inte- 
griren lasse mittelst einer Formel, die ich in der zweiten Fortsetzung meiner 


Studien Seite 6 aufgestel 


y==C,e'^'^ 


dx 


+ ae"^'-^ 


dx 


+ CL e'"^' -^ 


habe; es ist nämlich 


e 


ik-l)x^/b d^ I 8 ^*(t-l)«^öl 


dx 


a 


+ 




+ 


dx 


T- 


fl^kf)xVb d^ L 8 g(*-l)xV^6j 


dx^ 
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und wenn a eine dnrch 3 theilbare ganze negative Zahl ist, so gestattet die 
Gleichung (33) eine Integration mittelst einer von Pro£ Petzval herrflhren- 
den Formel (siehe Seite 81 meiner neuen „Studien" Aber Integration linearer 
Differential -Oleichungen), diese ist: 


y = Cr 


-\-c. 


+ c. 


a 


3 , ^ "5" 


du 


a 

' 8 

a 
T 


» + U1/6 + J/6')* 



+ 


MSV^Ö 


du 

d 
du 


a 
T 


l(«' + « 1^ 


3^ _ T 


Vh + 1/6') 


■ A 


+ 


«=3kV& 


a 
T 


a 

T 


[(. 


' + uyb + yb')' 


'-'A 


u = k*\/b 


Achter Abschnitt 


Bemerkungen Ober die Gleichung 

(x^a)ix-ß)y''^[iB + (i^l){x^ a) + {A + fi- \) (x - ß}]y' + 

+ f,{A + B + ii-l)y = 0(38) 

§. 47. 

Gleichungen der Form (38) habe ich im Jahre 1861 ausführlich in dem 
dritten Abschnitte der ersten Fortsetzung meiner „Studien'' über die Integra- 
tion linearer Differential -Oleichungen behandelt. Ich kam später wiederholt 
auf solche Oleichungen zurück , und verweise nur auf meine im Jahre 1874 
erschienenen „Neuen Studien^ Seite 114 und Seite 137. Dieser Abschnitt ist 
wiederum den Oleichungen der Form (38) gewidmet. 

Ich setze nämlich in (38) 

« — a = ^ 
und erhalte, da 

./' — j_ ^y—^ iy 

ist, statt der Oleichung (38) folgende Oleichung: 

l(l' + «-/J)^--[2(5 + f*-l)^+(24 4-2f.-l)(^ + «-^)]|| + 

+ 4fc(4 + 5 + f.-l)Sy = 
Diese vereinfacht sich für 

A + f, = i 
und geht hiedurch über in: 

Um diese Oleichung zu integriren , differenzire ich sie vorerst Xmal nach 
S, und erhalte hiedurch: 

«• + «-'')5^+(2A + 2^-25 + 1)1^ + 

4- (A + 2 4 - 1) (A - 2 fi + 1 ) ^ = 

»6 
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oder wenn man 

setzt, 

($« + a-/J)5p + (2A+2^-25+l){J| + (A + 24-l)(A-25+l)z=0 

Nnn wähle ich das bisher wiilkfirlich gelassene X so, auf dass 

X = B — A 

wird; dadurch gelange ich zu der Gleichung 


(5« + «-^)S + «j4-(^4-5-i)«z = o 


Wird diese mit jj multiplicirt, so gestattet sie folgende Schreibweise: 

und gibt integrirt: 

($• + «- /») (H)' = (4 + 5 - 1)« 2« + (?, 
hieraus folgt successive : 

d« <l{ 


Integrirt man beiderseits, so erhält man: 
hierans folgt: 

(^ + 5- 1)15 + |/(4 + 5-i)«2« + c; = Ci (I + 1/6« + « - ^)^-*-'^"' 

Schaflft man das erste Glied der Gleichung auf die andere Seite derselben und 
quadrirt man dann, so erhält man: 

C, = C? (I + 1/Fh^)*(^+^-*> - 2 (il + 5 - 1) C, (6 + l/p+^r= i8)^+^-^ 15 

hieraus folgt: 

z = L,ii + 1/6« + « - ^)^+^-^ + 2^« (g - 1/5* + « - Ä^"^'''"' 

unter Zr^ und Z, willkürliehe Constante verstanden. 
Setzt man 

so ist: 

6+i/p"=^«=i(i/rF*+i/r^)« 

folglich hat man: 
und es ist daher 

das Integrale der Gleichung (38). 
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Hat man daher gegeben die Differential - Gleichung : 

(a:-a)(x^ß)y"-[{B + ii-l)(x-a) + {A + i,--l)(x-ß)]y' + 

+ ^(^ + 5 + ^-l)y = 0(38) 
and ist in derselben 

SO ist: 

das vollständige Integrale der Gleichung (38), vorausgesetzt, dass 

i^ = x - a, k^ = ß — a 

ist, und L|, L^ willkürliche Constante bedeuten. Zweckmässig anwendbar 
ist die soeben gefundene Formel stets , wenn A = B oder wenn A — B 
eine reelle ganze positive Zahl ist und wenn gleichzeitig A'\-B nicht 
= 1 ist. 

§. 48. 

1. Beispiel. Es sei gegeben die Gleichung 

x{x-\)y'+{2x^\)y'-f^y = 
für diese Gleichung ist: 

es ist somit: 

A+ ft = i 

A-B = \ 

demnach ist: 

oder entwickelt, und gleich den constanten Factor \ ausser Acht lassend, 

Vv- 1 y ^ 

Schreibt man nun noch für g seinen Werth |/a?, so hat man: 

als vollständiges Integrale der vorgelegten Gleichung. 

2. Beispiel. Es sei in der Differential- Gleichung (38) 

A + B = i 

dann lautet dieselbe: 

(a:-a)(x-ß)y'''\-[2A(x-a) + \{x-ß)]y' + A{A-\)y = 
und ihr Integrale ist: 

Man kann dieses Integrale auch so schreiben: 
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y = ^^ (c; (i/sT* - Ks - Ä) + ci o/f+fc + 1/| _ ft)} 


oder käner folgendermassen : 




Man kann nun die 2A — -^ malige Differentiation ausführen und erhält 

y = i. ({ + *)>-" + i, (6 - Ä)'-" 

es ist somit das Int^^ der vorgelegten Gleichung 

unter Z., und L^ willkürliche Constante verstanden. 

3. Beispiel. Setzt man im zweiten Beispiele a = 0, ß = l, so 
kömmt man zu der Qleichung 

x{x-l) y" + \2Ax + |(x - 1)1 y' + ^ (4 - i) y = 

deren Integrale 

y = C, (1 + |/«)'-" + q, (1 - Ka;)'-*^ 

ist. (Siehe Borchard's Journal für die reine und ai^ewandte Mathematik, 
Band 75, Seite 324.) 

4. Beispiel. Setzt man im zweiten Beispiele 

« = i, ^ = 0, A = i^, 5 = f, ^ = 1 

SO kömmt man zu der von J. W. Glaisher betrachteten Gleichung 

a; (1 — 4«) y' + [(4p — Q) x —p + 1] y —p (p — 1) y = 
deren Integrale somit 

y =€,{!+ |/n=T^/ + Q (1 - |/r^=T^)' 
ist (Siehe Seite 241 des 10. Bandes von dem Jahrbuche über die Fort- 
schritte der Mathematik. Berlin 1880.) 

§. 49. 

Setzt man in die Differential- Gleichung 

{x-a)(x^ß)y"-[iB + fi-l){x--a) + {A-\~l,-l){x-ß)]y' + 

+ ft(il + 5+|x-l)y = 0(38) 

für X eine neue Variable $ mittelst der Substitution 

X — a = i^ 
so erhält man, da 


ist, folgende Gleichung; 
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1(1» + «- ^)g- [3(5 + ,*- 1)6» + (3^ + 3,»- 1) ($• + «-/?)] ||? + 

welche sich vereinfacht, wenn man 

setzt, denn man erhält dann die Gleichung: 

«• + « - ^) 5^ = i3B-3A - 2) 6* If + (34- 1) (3Ä- 2) iy 

welche sich auch folgendermassen schreiben lässt: 

(ß-<^)jf, = i[i'j-^,+ (SA-SB + 2)i-^j+iSA-l)i2-SB)y] 

und welche wir in speciellen Fällen integriren lehrten. (Siehe Seite 63 der 
zweiten Fortsetzung meiner „Studien^ und Seite 38 meiner „Neuen Studien^, 
woselbst wir die Gleichung 

integrirten; siehe ferner Seite 134 meiner „Neuen Studien^, woselbst die 
Gleichung 

y" = X [3maj«y" + 6m (f* + 2) «y + 3m (f* + 2) (fi + 1) y] (39) 

integrirt wurde. Die letzte Gleichung gibt, Xmal differenzirt: 

/+»> = 3maj»/+'^ + 3m(3;i + 2ft + 4) a^/+^* + 

+ 3m(A + /t + l)(3A+/t + 2)aj/^ + 3mA(A+f.)(X+/*+l)y<^'^ 

Sie vereinfacht sich, wenn man l so wählt, dass 

wird, denn man erhält dann, da 

A = — f*— 1 
ist, folgende Gleichung: 

/-'*> = 3ma^/-''^ + Sm (1 - ft) «« y^'^^ 

die sich so schreiben lässt: 

und diese gibt integrirt: 

somit ist 

,1-1 


, = 5[(,-3„^)'] 


das Integrale der Gleichung (39), und dies ist richtig, falls (i eine ganze 
positive Zahl ist. Ist /*— 1 durch 3 theilbar, so wird y = 0, und fttr 
diesen Fall weise ich auf das Seite 134 meiner „Neuen Studien'' Gegebene hin. 
Die Gleichung (39) geht fttr «* = 5 über in 

3(3m6«-6)^ + 2[3m(f* + 3)|-l]|| + m(ft + 2)(f. + l)y = (40) 
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Diese Gleichung ist ein Specialfall der Gleichung (38); sie geht ans ihr 
henor, wenn man setzt: 

statt a die Zahl 


n 

ß r, 

» 

M. 

3m 

» 

^ . 

r) 

i*+2 
8 

» 

B , 

It. 

ji 

8 

ft + 1 


7» r 7) 7> 3 

Auf gleiche Weise fuhrt die Substitution 

x — a = f 

in die Gleichung (38) vorgenommen , wenn man A-^-^i^^- annimmt , auf 
die Gleichung 

+ (l-«^)(n5 + l-n)y] 

welche gleichfalls zu den Seite 63 der zweiten Fortsetzung meiner ^Studien^ 
behandelten Gleichungen gehört 

§.60. 

Ich komme nun zu der Gleichung 

x(l-x)f+a-ix)y' + ^y = (41) 

welche ans der Gleichung (38) hervorgeht, wenn man in selbe 

setzt (für diese Gleichung ist also ^4-^^ = 49 ^-^1^ = ^)' Diese Gleichung 
wurde im Jahre 1873 im 75. Bande von Borchard's Journal für die reine 
und angewandte Mathematik von H. A. Schwarz integrirt. Herr Schwarz 
hat in dem eben genannten Journal eine Abhandlung publicirt unter folgen- 
dem Titel: „üeber diejenigen Fälle, m welchen die Gauss' sehe hjpergeo- 
metrische Beihe eine algebraische Function ihres vierten Elementes darstellt^ 
Seite 326 werden die beiden particulären Integrale der Gleichung (41) in 
folgender merkwürdigen Form gegeben: 

y, = K <J |/l — fi l^aj + #^' l/l — «» V^a? 
y^=y dYl — s^x—d-^yi — B^^x 


woselbst 




ist Die Richtigkeit dieser particulären Integrale wurde von Prof. Cayley 

Spitzer, Nene Stadien Aber lineare DlfTerential-Gleichuigen. BrBt« Forts. 4 
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im Jahre 1878 im Quarterly Journal of pure and applied Mathematics 
Band 16, Seite 268 nachgewiesen '^) . 

Ich werde mir hier erlauben, zum grossen Theile den Weg Cayley's 
einschlagend, die Richtigkeit der beiden von Schwarz gefundenen particu- 
lären Integrale nachzuweisen. 

Multiplicirt man die beiden particulären Integrale mit |/d, so erhält 
man zwei Ausdrücke, die offenbar auch particuläre Integrale der Gleichung 
(41) sind; denn das Multipliciren von particulären Integralen einer reducirten 
linearen Differential -Gleichung mit constanten Zahlen ist gestattet, also kann 
man auch schreiben: 

y^=y 8^}/l—s^x — }/l^ a^^x 
oder in anderer Form: 


Nun ist: 


y,=y j/s^ — dU^x-^-yi — e^^x 
y« =K 1/d^ — **al^aj - l/l - €«l^aj 


8 


tf* = e" = CO« 60® + f «in 60^ = A 

d* £ = e*'' =: 1 


11* 
8 


folglich hat man: 

y^=y yi+v^x-yi+x^x 

welche particulären Integrale einfacher sind, als die von Schwarz und die 
von Cayley aufgestellten, welch letztere folgendermassen lauten: 

y« = l/« — «* \^x'±y— «* 4- «l^aj 
unter a eine imaginäre sechste Wurzel von — 1 verstanden. 

§.51, 

Um nun nachzuweisen, dass der Differential- Gleichung 

x{l-x)y'' + {i-ix)y ^i^y = Q (41) 

Genüge geschieht durch 


*) In dem eben .erwähnten Nachweis Ton Cayley haben sich mehrere Druckfehler 
eingeschlichen; so ist z. B. daselbst die zu integrirendc Differential -Gleichung folgender- 
massen angegeben: 

x(X-x)y" + {:-\ + \x)xf + -^y = 
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2/ = )/ 1/a + J/'^ic ± l/l + X ^x (42) 

führe ich in die beiden letzten Gleichungen f&r x eine neue Variable ^ ein 

mittelst der Substitution 

x = ^ 
Man erhält dann, da 

/ i dy 

y=vv'di 

ist, statt der Gleichung (41) folgende Gleichung: 

(i-|»)^-l|«|| + -jV5y = o (43) 

und dieser soll Genüge geschehen durch 

y = l/j/T+i db yr+Ji (44) 

§. 52. 

Ich führe nun in die beiden letzten Gleichungen (43) und (44) für y 

eine neue Variable z ein noiittelst der Substitution 

y^ = z 
üDd erhalte Y da hieraus 

dy 1 ds 

dV^^V» l di^ \dV } 

folgt, statt der Gleichung (43) folgende Gleichung: . 
und dieser soll Genüge geschehen durch 

z = |/r+| ± j/r+xi (46) 

§. 53. 


2; 


so ist: 


Schreibt man z in der Form 

z = VP + VQ 

dz_ P'VQ+Q'VP 
di 2VPQ 

d\z P'^QVQ+Q'^PyP 


Ferner ist: 


z 


dV ^PQVPQ 

dv» _ _ P'» Q+Q'*P _ P" Q^ + Q'* P^ 
dV ^PQ ^PQVPQ 

^öj-tC^ +V)-h g^^ 

d«\« _ P'» + g^P , P;^' 


(dzy _ P'^Q + Q'^P , 
USJ ^ 4Pe "^■ 


z«=:P+Q + 2|/PQ 
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Werden diese Werthe in die Gleichung (45) eingef&hrt, so erhält man: 
_ , P" Q+Q"P _ P"Q'+Q'* P* _ P'Q' _ 

^* Pe IPQYPQ AVPQ 

-i4r^[i(^' + Q') + ^^^±^] + r=^(i* + Q + 2V/PQ) = o 

Ordnet man die Gleichung nach ihren rationalen und irrationalen Gliedern, 
so erhält man 

§.54. 

Nun ist: 

P=X + l, F = l 

Q = l + n, Q = X 

P + Q=(* + l)(g + l) 
P' + Cy = A + 1 

PQ = il(l + H-|^ 

P'»Q+ Q"'P=(A + X«)5 
P'«Q« 4- Q'sp« = A« (— 1 + 21 + 2|«) 
1 — il + A* = 
folglich hat man, diese Werthe in die Gleiohong (47) einfllhrend: 

(1+^)1 1 2 (1 + ^ V _ (i+x){(i+e , 

1 + 1 + «'"'" i-r i-S' ''" 

+ nrT.*'(i + 1 + r«) (1 + 2S) -r^T'^' (1 + 1 + 5")'] = o 

Man kann diese Gleichung auch so schreiben: 

(1 + ^)1 Fl , _n_ _ L+Jl _. 

i + « + l'L "^i-i i-ij"^ 

+ ^1^^ ^-l+2|+2|«+l-^s+|«+»Jyj^jl-ii<l±i+j^^=o 

8(i+£ + 4')*'- * ^~' J 

und sieht aus ihr, dass sie identisch ist. Es genügt daher der Gleichung (45) 
nicht nur der Werth 

z = VP-\-VQ 

sondern auch der Werth 

z = YP—yQ 

und die Bichtigkeit der Schwarz' sehen Auflösung der Gleichung (41) ist 
hiedurch nachgewiesen. 
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§. 56. 

Den Nachweis der Richtigkeit der Schwarz' sehen Auflösung haben wir, 
wie schon gesagt, der Hauptsache nach, nach Cayley geführt. Es lässt sich 
derselbe noch auf eine andere Art führen. Dieser andere Nachweis ist wohl 
nicht so strenge wie der erste, er ist jedoch weit einfacher. 

Soll der Gleichung 

x(l--x) y" H- (I - ^jt) y' + ^y = (41) 

Genüge geschehen durch 

y = 1/ I/a + V^aj± ]/l + A|^aj (42) 

80 mu88, wie wir im §. 51 nachgewiesen haben ^ der Gleichung 

(i-r)3^-ll'f| + A6y = o (43) 

Genüge geschehen durch 

y = ]/|/Äqr| ± ^/r+TI (44) 

Construirt man nun eine lineare Differential-Gleichung dritter 
Ordnung, fl&r welche 

ist, 80 mu88 diese lineare Differential -Qleichimg dritter Ordnung offenbar 
nachstehende drei particnl&re Integrale haben: 

z, = yj = i/i+i + i /im 
ä!. = yi = K^H^- yT+n 

and diejenige lineare Differential- Gleichung dritter Ordnung, welche die so- 
eben aufgeschriebenen particulären Integrale hat, hat offenbar auch nach- 
stehende drei particuläre Integrale: 

oder auch die folgenden: 

In der zweiten Fortsetzung meiner Studien über die Integration linearer 
Differential -Gleichungen Seite 21 habe ich gezeigt^ dass, wenn man in die 
Differential - Gleichung 

2;y" + Z,y' + Zoy = 0. (45) 

deren particuläre Integrale y^ und y, sind, eine neue Variable z einfahrt 
mittelst der Substitution 

Z = y« 

man zu folgender linearen Differential -Gleichung dritter Ordnung gelangt: 
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X\^, + 3X,X,^ + (X^X\ + ^X,X,-X,X\ + 2X\)^ + 


+ 2{X'^X,-X^X',+2X,X,)z = (46) 

deren particol&re Integrale 

y], y\ und y, y, 
sind. Ed ist demnach die lineare Differential - Gleichung dritter Ordnung, 
welche man erhält, wenn man in die Gleichung (43) z = y* setzt, folgende: 

(l-l»)|p-irj^-*S5|4-|2 = (47) 

und dieser genügt in der That folgender Werth von z 

unter A eine imaginäre Wuizel der Gleichung A* = — 1 und unter ^,, Ci, 
C^ willkürliche Constante verstanden. 

Anmerkung. Eine der Differential - Gleichung (47) ähnliche Gleichung ist 

folgende von J. L. Kitsch in aufgestellte: 
(«»—!) y" — 3 a »V' + 3 a (a + 1) ajy' — a (a + 1) (a +■ 2) 2^ = (48) 

der genügt wird durch 

y = C, (oj- 1)^+' + C, (aj-(D)"+* + C^ (aj- a>V+* 
unter C, , Q , C3 willkürliche Constante , und unter o eine imaginäre 
dritte Wurzel der Einheit verstanden. (Siehe Fortschritte der Mathematik, 
1. Band, Seite 113.) Man kann sich leicht von der Bichtigkeit dieses 

Satzes überzeugen , wenn man in die Gleichung (48) y = (sc — o)"'*'* 
einfuhrt , denn das Substitutions - Besultat wird für cd' = 1 identisch. 

§. 56. 

Im vorhergehenden Paragraph wurden wir auf die beiden Differential- 
Gleichungen (47) und (48) geführt, die im Baue einander so ähnlich sehen 
und von deren vollständigen Integralen dasselbe gesagt werden kann. Und 
doch unterscheiden sich die beiden soeben genannten Differential- Gleichungen 
ganz wesentlich von einander. Die Gleichung (47) hat nämlich die Eigenschaft, 

wenn man in selbe 

z = y^ 
somit 

z" = 2y/ + 22^« 
z'" = 2yy'" + 6y'y" 
setzt, überzugehen in: 

2 (1 -^*) (y»'" + 3» y") - 9§» (yy" + y «) - Hyy + ly* = 

welche nachstehende Schreibweise gestattet: 
woraus man sieht, dass ihr Genüge geschieht für 

(i-r)3^-l?'a| + Aly = o (43) 
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Gleiches lässt sich von der Gleichung (48) nicht sagen. Wir wollen nun 
allgemein untersuchen, wie eine lineare Differential-Gleichung dritter Ordnung 
beschaffen sein müsse, dass sich ihre Integration, nach Durchführung der 
Substitution z = y^ auf eine lineare Differential-Gleichung zweiter Ordnung 
zurückfuhren lasse. 

§. 67. 
Die Differential-Gleichung 

y' +py +qy = o (49) 

in welcher p und q beliebige Functionen von x bedeuten, geht, wenn man 
in derselben 

setzt (siehe die Gleichung (46), in welcher X^=zl^ X^=p^ ^^=9 zu 
setzen ist), über in die Differential-Gleichung: 

2'" + 3pz' + (/ + 4 j + 2j)«) z' 4- 2 iq + 2|> j) z = (50) 

Soll nun die lineare Differential-Gleichung 

2'" + L g" -f Mz' + Nz = (51) 

auf gleiche Weise aus einer Differential-Gleichung zweiter Ordnung hervor- 
gehen, vfie die Gleichung (50) aus der Gleichung (49) hervorging, so muss sein : 

Jlf = p'-|.4j + 22>' 

N=2(q' + 2pq) 

Aus diesen drei Gleichungen folgt: 

L 

P=Y 

9üf— SZr'— 2i« 
i= 86 

Diese Werthe, in die Gleichung 

N=2(q' + 2pq) 

eingeführt, liefert: 

54 2^ — 27 if' + 9 L" + 1 8 L L' — 1 8 L if + 4 /.« = (52) 

und dies ist die Bedingungsgleichung, welche zwischen den gegebenen Coeffi- 
cienten der linearen Differential-Gleichung dritter Ordnung stattfinden muss, 
falls selbe aus einer Gleichung zweiter Ordnung durch Substitution von y^=^z 
hervorgegangen ist. 

Die lineare Differential-Gleichung zweiter Ordnung lautet sodann: 

y + y y H 36 y = (53) 

Man kann sonach folgenden Satz aussprechen: Die lineare Differential-Gleichung 
dritter Ordnung 

z'" + L7!' + Mz' + 2^2 = (51) 

hat, wenn zwischen den Coefficienten derselben die Gleichung (52) identisch 
stattfindet, die Eigenschaft, wenn man in derselben 

z — y^ 
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setzt, befriedigt zu werden fQr jene Werthe von y^ welche der Oleichang (53) 
genügen, und ist das vollständige Integrale der Gleichung (53) 

so ist das yoUstftndige Integrale der Gleichung (51) 

z = Ay\+By,y^+Cy\ 

unter (7^, (7, und A^ B^ C willkürliche Gonstante verstanden. So wird z. B. 
die Gleichung 

z'" — xz' — \z = 

wenn man in selbe z^=y^ setzt, befriedigt für jene Werthe von y, welche 
der Gleichung 

y -- y=0 

genügen. 

§. 58. 
Ich habe in meinen „Neuen Studien" Seite 35 die Gleichung 

y^") == a^V' + (« + 6 + 1) a^y + a6y 
integrirt für den Fall, in welchem n > 2 ist. Allein die dort gelehrte Me- 
thode gilt auch für n:=2; die obige Gleichung lautet für diesen Fall: 

y" = x^f + (a + 6 + 1) ojy' + ahy (54) 

und diese ist, wie man sieht, ein Specialfall der Gleichung (38). Setzt man 
nämlich in dieselbe: 

a = — 1 oder a = — 1 

— 8 " 2 

^= 2 ^ ^~ 8 

ft = — a „ ^ = — 6 

SO kömmt man zu der Gleichung (54), welche auch so geschrieben werden kann: 

(«.« - 1) y" 4- (a + 6 + 1) icy' + a6y = (54) 

Ihr Integrale ist (siehe meine „Neuen Studien" Seite 35): 

CO 00 

y = J J 6 * «"-' «*-* (C, «+••• + q, «-• ') d« dt> (55) 



und dies ist richtig, falls a und h positive Zahlen bezeichnen. C^ und C^ 
sind willkürliche Constante. 

Wir wollen nun dieses Integrale in unendliche Beihen entwickebi. Es ist 

CO CO 


.41 




« a-1 6- 

e u 


+ C^yi — uvx H 21 8l h...jj«wa« 
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Führt man statt den beiden willkürlichen Constanten C^ nnd C^ andere will- 
kürliche Constante E^ nnd E^ ein, indem man setzt 

c. + c. = fi; 

C7j Cg = E^ 

80 erhält man: 

00 CO 


»=// 


«>+ f< 


9 

e 


u 


21 

+ 

4! 

+ 
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uWx* 

-i_ 

M* «*aj* 

4- 

u^«'«' 


+ ...) + 

+ E^ [uvx + -3^ + -j-j— + -y, - + • • • jj a«* <^v 

Bezeichnet man die beiden particnl&ren Integrale der Gleichung (54) mit 
y^ and y^y so ist: 


QO OD 00 00 






CO 00 

+ I1J J« * tt"+*«*+'d«dt,+ 




und 

00 CO . . CO 00 


00 00 



Sftnuntliche hier aufgeschriebenen Doppelintegrale sind, wie man sieht, 
Producte zweier einfachen Integrale; jedes dieser einfachen Integrale hat 
die Form: 

CO 


J. 


8 m 


e u du 


und ist (siehe Seite 68 meiner Vorlesungen) gleich 
vorausgesetzt, dass m -j- 1 >0 ist, somit ist: 

,. = 2'^-'r(f)r(i) + ^.2'f'r(|4-i)r(| + .) + 

+ i;.2'*'"r(| + 2)r(| + 2) + ... 

Berfleksichtigt man nun die Gleichung 

r{A + n) = A {,A ■\- 1) (A -\- 2) ... {A + n—l)r{A) 
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und lässt man die allen Gliedern der Reibe gemeinschaftlichen constanten 
Factoren weg, so erhält man: 

y , = 1 + a 6 . U + a (a + 2) 6 (6 + 2) f ; + 

+ a (a + 2) (a + 4) 6 (6 + 2) (6 + 4) f J + . . . 
und auf gleiche Weise erhält man: 

y, = aj + (a + l)(6 + l)U + (a + l)(a + 3)(6 + l)(& + 3)fj + 

+ (a + l)(a + 3)(a + 5)(6 + l)(6 + 3)(6 + 5)f^ + ... 

und dies sind die in Keihenform gefundenen particulären Integrale der Oleichang 
(54). Sie sind) wie man sieht, von einander verschieden, denn das erste In- 
tegrale enthält blos gerade Potenzen von x, das zweite blos ungerade Potenzen. 
Die Eeihen sind convergent fttr o? < 1 ; ist x = l, so muss , damit Conver- 
genz eintrete , a + 6 < 2 sein. 

Es ist sonach das Integrale der Gleichung 

(«•—!) y" + (a + 6 + 1) xy' + aby = (54) 

in Form eines Doppelintegrales bestimmt durch die Formel 

Qp QO 


>=!i' 


«s + v^ 


"-' «'-• (C, e+"" + C, «-"«) dudv (55) 


^ e u 



und dieses gibt in Beiben entwickelt: 

2, = C; [ 1 + a 6 g + a (a + 2) 6 (6 + 2) f^ + 

+ a(a + 2)(a + 4)6(6 + 2)(6 + 4)f,+...] + 

+ C;[aj+(a+l)(6 + l)f^, + (a + l)(a + 3)(6 + l)(6 + 3)f^ + 

+ (a + l)(a + 3)(a + 5)(6+l)(6 + 3)(6 4-5)f^ + ...] 

Diese beiden Beihen haben wunderbarer Weise ein ganz anderes Gebiet 
der Giltigkeit als die Doppelintegrale haben, aus denen sie hervorgingen. 

Die Doppelintegrale sind nämlich giltig fQr positive Werthe von a and 
b, oder auch für imaginäre Werthe von a und b, falls nur die reellen Be- 
standtheile von a und b positiv sind; die Beihen hingegen gelten, falls sie 
convergent sind, wie auch immer a und b beschaffen sein mögen; sie haben 
femer die merkwürdige Eigenschaft , abzubrechen für ganze und negative Werthe 
von a und 6. (Siehe „Neue Studien'' Seite 58.) 

Setzt man 

so erhält man die Gleichung 

(x«-l)/ + 2(cy' + iy = (56) 

welche ich in der ersten Fortsetzung meiner y,Studien^ Seite 35 integrirte 
und für welche ich fand: 

y=C, f-^ ^Jj" + cJlog^^^ ^^ -^ (57) 

-1 —1 
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Nach der in diesem Paragraph gegebenen Methode erhält man als In- 
tegrale der obigen Differential-GIeichnng 

U U 

oder in Beihenform: 

y=Ci[l + ^-j jl + ^äTäj •41 + 12X2; •(n + i2.2.2".2-; •81+-J + 

1 io r I /«V «• I /3-7v* Ä* , /8.7.n\« x' , /3. 7.11.10k« X* , 1 

+ C7,|^aj+^2J Sl + i«^; •01 + 12X2'; •ri+ 12.2.2.2 ) •9T+--J 

welche beide Beiben für a; < 1 convergiren. 

Für x = dtl werden die in (57) stehenden Integrale nnbrauchbar , die 
beiden unendlichen Beihen jedoch convergiren. 

§. 59. 

Die Gleichung 

(«•-l)y' + (a + 6+l)iry' + a6y = (54) 

welche wir im vorhergehenden Paragraph sowohl in Form eines Doppelinte- 
grales als auch in Form unendlicher Beihen iutegrirten, führt, wie wir so- 
eben gesehen haben, felis a und 6 ganze negative Zahlen sind, zu einem 
Integrale, das ein ganzes algebraisches Polynom ist. 

So hat man z. B., falls a = — 6 ist, als Integrale der Gleichnug 

(«»— 1) / + (6 — 5) a?y — 6 6y = 
folgenden Ausdruck: 

y = 1 — 3 6«« + 6 (6 -i- 2) aJ* — tV • t (H- 2) (6 + 4) «• 
so hat man ferner f&r b = — 7 die Gleichung 

(sc' — 1) y" + (a — 6) a; y — 7 a y = 
ihr Integrale ist: 

y = ^^(a + l)ar»4 | . (a + 1) (a + 3) «* - ^^^ . (a + 1) (a+ 3) (a+ 5) a?^ 

Hätte man a = — 6 und 6 = — 7, so lautet die vorgelegte Gleichung: 

(aj»— l)y" — 12ajy + 42y = 

und ihr Integrale ist dann: 

y = .C;(l+21aj* + 35«*-f 7aj«) + Ci (aj + 5»» + 3a;* +- | • aj^) 

So oft also a eine gerade negative Zahl ist, ist das Integrale der Gleichung 
ein algebraisches Polynom, das blos gerade Potenzen von x hat; ist a eine 
ungerade negative Zahl, so ist das Integrale der vorgelegten Gleichung ein 
algebraisches Polynom, das blos ungerade Potenzen von x enthält. 

§.60. 

Die Gleichung (54) lässt sich auch in algebraischer Form integriren in 
dem Falle, in welchem a oder b ganze positive Zahlen sind. Ist z. B. a = 3, 
& = |y so lautet die zu integrirende Gleichung: 
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(a,«_l)j^' + |a, 2/^ + 1^ = 
ffir selbe ist 

« = — 1, ß = -\-l, Ä = \, B = i, ii= — 3 

und ihr Integrale ist, siehe die Formel (13) in der ersten Fortsetzung meiner 
„Stadien** Seite 12: 

y = £^ [(« - «)^-' {X - /J)*-*] (58) 

welches für den soeben behandelten Speoialfall fibergeht in: 

und dies gibt entwickelt: 

y=(a^-2)(a?»-ir* 

Ist ferner a = 5, &=10, so lautet die zu integrirende Oleichong 

(x^—l) y' + 16a;y' + 50y = 
fQr diese ist: 

a = — 1, /S = + l, ^ = -2, B = — 2, f* = — 5 
und ihr Integrale ist folglich, nach der Formel (58) berechnet: 

oder entwickelt: 

_ 21 a;^ + 18 0?» + 1 

Man erhält also, wie man bemerkt, ftlr y einen rationalen Bruch, wenn 
von den beiden Zahlen a und h die eine eine gerade, die andere eine 
ungerade Zahl ist. Sind beide Zahlen a und h gerade, oder sind beide un- 
gerade, so erscheint y in irrationaler Gestalt So ist z. 6., falls a = 5, 
6 = 5 ist, das Integrale der Gleichung 

(««— 1) / + 11 «2^' + 25y = 
für welche 

« = -1, ^ = + 1, 4 = 1, 5 = 1, fi = -5 

ist, folgendes: 

oder 

8«* + 24«« + « 


(ä» — 1)* Va?» — 1 

Auch der Fall, wenn in der Differential - Gleichung (54) a und h ge- 
brochene Zahlen sind, a — h aber eine ganze ungerade Zahl ist, fuhrt zu 
einem Integrale, welches eine algebraische Function von a; ist, denn in dem 
eben erwähnten Falle erscheinen A und B als ganze Zahlen, und in diesem 
Falle lehrten wir im §. 15 der ersten Fortsetzung unserer „Studien^ das In- 
tegrale solcher Gleichungen ermitteln. 

So lautet fQr a = 3-^ , 2» = ^ die zu integrirende Differential-Gleichung 

(aj*-l)y" + V«^y +x» = 
f&r selbe ist: 

« = _1, i5 = + l, 4 = 2, 5 = 2, ft = -Y 
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Setzt man in derselben nach Yarschrift des §. 15 der ersten Fortsetzung 
unserer ^Studien^: 

y =: (03 + 1) ^ z 

so erhält man folgende Gleichung in z: 

(««— 1) z" + (2aj + I) 2' — 2« = 
ihr Integrale ist nach Formel (58) 

somit ist: 

j, = (X + 1)~* A |"(a, + 1)* (X - 1)-*] 

und wird dies entwickelt, so erhält man: 

§. 61. 

Setzt man in der Gleichung 

«(") = x^z' + {a + b + l)xz +'abz 

n = 3, so kömmt man zu der Gleichung: 

z'" = x^z' + {a + b + l)xz+abz 

welche folgendes Integrale hat: 

z=j je~^ tt"-^ «*-' (C. «*■"" + C. e"""' + Ci «'•"~) du dv 



Hier bedeuten C^, C^ , C^ willkflrliche Gonstante und A, , A, , A, die Wurzeln 
der Gleichung A' = 1 (siehe meine ^Neuen Studien^ Seite 35) , somit ist das 
Integrale der Gleichung 

y'' = x[^y'' + {a + b + l)xy' + aby] (59) 

folgendes : 

00 00 00 

y 



und da für x = 0^ y' = wird, so findet zwischen den drei willkürlichen 
Constanten die Bedingungsgleichung 

statt. Entwickelt man das soeben in Form eines dreifachen Integrales aufge- 
stellte y in unendliche Beihen, so erhält man: 


00 00 00 

e UV \C^e H"^e +^s» jdudvdw 


GO OD OD 

c c C — -*+•*+** 

U 


+ C'a II +X^uvwx + -*— ^j 1- -^—ji h ..• M dudvdw 
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Nimmt man ron diesen Integralen eines heraos, bezeichnet man dasselbe 
mit 2^, so hat man: 

y = 

00 QO OO 

C C C •*'+*.yr!?! 

I I je tt o I14-^wv«?jc-| 1 ^ Y.Adndvdw 

u 

und dies lässt sich so schreiben: 

QO 00 QO 


.=iJl 


»•+r»+»' 


S a-1 .6-1 


c w V du dv dw -}- 

U 

OO OO 00 

e ' tt* t? w? du dt; dw + 



OO 00 QO 

e * w-+^ «*+» «• d« dt, dw + 



00 00 00 




Setzt man der EQrze halber 

00 


e » «" dti = 


A 


m 


SO hat man 
Nun ist: 
folglich hat man-. 

a+6— 8 a+>— 6 

, = 3-^ r(f) r{|) r(i) + .« . 3-^ r (^) r(»-il) r(|) + 

a+6-i 

+ ils:.,-^r(i^»)r(^»)r(l) + ... 

o^-ft — 8 

und wenn man den allen Gliedern gemeinschaftlichen constanten Factor 3 
weglässt, so erhält man: 

, = r(J) r(i) r(i) f 3.« . rC-±i) rC-tl) r(i) + 

+ ^fr(^) '•(^) '-(!) +'-^ ^m '-m »-(i) + - 
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Es ist daher das vollstfindige Integrale der Gleichung (59) folgendes: 

+ <^.[r(|)r(|)r(i) + 3A,,r(i±i)r(U^)r(|) + 

+ <'- [^(1) '-(1) ^ß) +»'.- ^("4^) ^m --(l) + 

woselbst zwischen den drei willkürlichen Constanten die Bedingnngsgleichung 

stattfindet. 

Setzt man nnn: 

C, + C^ + G^ = B, 

Cj A, + CJi A, 4- Cg A3 =5, 

CtA: + CiA; + C3AJ=0 

C,AJ + C,AJ + C,AJ=5, 

Cj AJ + Gj AJ + C!| AJ = J5g 
• •••••••• 

so erhält man: 

»=A[r(|)r(|)r(i) + 2If;r(f + i)r(| + ,)r(i + i) + 

+ ^''(|+2)r(J + 2)r(i + 2) + ,..] + 
+ 8is.[»r(»-±i)r(^J)r(|) + 

+ !l|:r(l±J + .)r(tti + i)r(| + i) + ...] 

oder bei Berficksichtignng der Gleichung 

r{A-\-n)=A{A-{-\) (^4-2) ... {A + n — \)r{A) 
auch folgende: 

y = JE;[l + a6.|^+4a(a + 3)6(6 + 3)f; + 

+ 4.7.a(a + 8)(a + 6)6(& + 3)(6 + 6)f| + ...] + 

+ J?i[aj+2(a + l)(6 4-l) f, + 2. 5(a + l)(a + 4)(6 + l)(6+4) f^ +...] 

und dies ist das vollständige Integrale der Gleichung (59), unter K^ und K^ 
willkfirliche Constante verstanden. 

§. 62. 

Die Gleichung 

/ = aj[aj«y" + (a + i-|-l)a!y' + o6y] (59) 

die wir zuerst mittelst dreifacher Integrale durch die Formel 


64 


00 00 00 

«M-tM-«'' 




ifltegrirt haben, die wir sodann mittelst folgenden unendlichen Beihen 
y = ir,[l + a6.f^, + 4a(a + 3)6(6 + 3)|^ + 

+ 4.7.a(a + 8)(a + 6)6(64-3)(6 + 6)|^ + ...] + 
+ ij;[as-f 2(a+ 1) (6 + 1)J + 2. 5 (a+l)(a + 4) (&+1) (6+4) fl + 

+ 2.5.8 (a + l)(a + 4) (a + 7) (6-1- I) (6 + 4) (6 + 7) g^ + ...] 

integrirten, gestattet noch eine andere Behandlnngsweise. 
Setzt man nämlich in dieselbe: 

so kömmt man auf die Gleichung 

(r-ö0 + + [(« + 6 + 3)|-2j|| + ^y = O (60) 

welche aus der Gleichung (38) hervorgeht, wenn, man in selbe setzt: 

entweder « = oder a = 

ß=l „ ß=l 

__a __6 

Für die Gleichung (60) ist j4 4-ft = 79 sie gehört daher zu dem im 
§. 49 behandelten Falle. 

§. 63. 

Bevor wir diesen Abschnitt schliessen, wollen wir noch einige Differential- 
Gleichungen der Form (38) integriren. 

Es sei gegeben die Gleichung (siehe die Schwarz* sehe Abhandlung im 
75. Bande von Borchard's Journal) 

xix-1) y" + {-^i + ^x) y' + iy = 
hier ist: 

a = 0, /J = l, Ä = \, jB=1, (i = — 1 
Da ft = — 1 ist, so hat man die Formel (58) anzuwenden, und diese gibt: 

Setzt man sodann nach der Methode von Lagrange in die vorgelegte 
Gleichung 

SO gelangt man zu folgender Gleichung zur Bestimmung von z: 

2x{x — 1) z' 4- (3aj — 1) « = 


Gö 


hieraus folgt: 


und somit ist: 


^ (a: — 1) Vx 
jz dx = log y^^\ + C 


» - Vi + Vi ^S' VF+T 


das vollständige Integrale der vorgelegten Gleichung. 

Man sieht hieraus, dass die vorgelegte Gleichung ein particuläres Inte- 
grale hat^ das eine algebraische Function von x ist, und ein particuläres 
Integrale, das transcendent ist 

Sei femer gegeben die Gleichung, welche Fuchs im 71. Bande S. 121 
und im 83. Bande S. 15 des Borchard' sehen Journals für Mathematik, 
ferner J. Tannery in den Afinaies sdentifiques de Vecole normale sup, 1879 
S. 170 behandelten, nämlich die Gleichung: 

x{x-l)y'' + {2x-l)y' + iy=.0 
so hat man, da fOr selbe 

« = 0, ß = h A = B = i, 11= -i 
ist, nach der von mir in der ersten Fortsetzung meiner „Studien^ Seite 34 
gegebenen Formel: 

y=c, ( ^^ + g, rto^-4^^. __J^ 

^ JVu{u — l)(x-u) 'J ^ u{u—l) yu{U'-l){x — u) 



als Int^rale der vorgelegten Gleichung. 
Sei endlich groben die Gleichung 

welche aus der Gleichung (54) hervorgeht, wenn man in derselben 

x^ = i 
setzt, so hat man als Integrale derselben: 

OO QO 


unter a und h positive Zahlen, und unter C^ und C^ willkürliche Gonstante 
verstanden. Für die soeben betrachtete Gleichung ist: 

« = 0, /J = l, A = -f-, 3 = -^-, ^—2 


Spitier, N«iM Studien ftber lineare Dilferential-Oleichnngeii. Ente Forts. 


Neunter Abschnitt. 


Integration verechiedener DHTerential - Gleichungen. 

§. 64. 

Ich will nun das Integrale der Differential-Gleichung 

y^«> = a:«/ + (a -f. 6 + 1) a:y' + a6y (61) 


für welche ich 

00 00 


y = J Je •* w^-* t;*-^ {C, «'^"^* + C. «^«^^ + • • • + C, e''**'*) dudv (62) 



gefunden habe (siehe „Neue Studien^ Seite 35) näher in Betracht ziehea. In 
diesem Integrale bedeuten a und b positive Zahlen , Aj, A,, A^ ... A^ sind die 

n Wurzeln der Gleichung A** = l und Q, C^, 0^...C^ sind willkürliche 

Constante. Die Gleichung (62) gestattet folgende Darstellung: 

00 00 

I I ~fr~ a-i 6-1 fx^ /i , , , Xjü'v««' , ZJv'r^a;* , \ , 


y 




+ 

+ C,(l + X,uvx+ ^^- + -^^^j- + ,..}\du dv 

Nimmt man nun eines dieser particulären Integrale besonders vor und 
setzt man dies gleich y, so hat man: 

OD OD 

y=:JJe u V ll + Attvaj-f 2j 1 3| [-...Idudv 

0^ 

Dies lässt sich so schreiben: 
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00 CO 





OC 00 





00 00 




SSmmtliche hier TOrkommenden Doppelintegrale sind Producte zweier 
einfacher Integrale; jedes dieser einfachen Integrale hat die Form: 

00 


/. 




setzt man dies gleich A^^ so ist 


5» 


Man hat daher 

»= ^o-l Vi + *« ^a ^6 + ^ Vi A+1 + ^ V« A+2 + • • • 

oder wenn man fQr die A^ ihre Werthe setzt : 

,= .^- r(^) r(|) + »,.^- r("-±i) r('-±i) + 

+ '4f.^-r(i±-')re-^) + - 

Lftsst man dnrchgehends den allen Gliedern gemeinschaftlichen constanten 
Factor n *" weg, so hat man: 

Es ist somit der vollständige Werth von y folgender: 

+<^.!''a)'-{i)+'.»v'«"'''(=±i)''(^)+ 

+ «^V.^.r(=±l)r(U-)+...) 


G8 

Führt man nun statt den willkflrlichen Gonstanten C, , C,, Cj ... C, 
andere willkürliche Constante 5, , 5, , S, . . . 5^ «in, welche von erstereu 

auf folgende Weise abhängen: 

C. + ^. + Q + .-. + C', =ß, 

; V (r7, a; + q. Aj + <?, Aj + ...-f-c,A:) =^3 

i>,?-i (c. Ar* + q, a;-' + Q Ar' + . . . + c-, Ar«) = ß, 

so erhält man: 

+B.'{i^,r(^*^vf-+--'^-)+ 

+ äSn»' ^P-F- + '^('-^Fi + ') + -1 

Benützt DQian nnn die Formel 

r(A + n)^-A{A + l){A + 2) ... (A -f-n— 1) r(^) 

und lässt man in jedem particnlären Integrale die gemeinschaftlichen con- 
stanten Factoren ausser Acht, so erhält man : 

, a(a + n){a + 2n)h{b + n)(b + in) sn , \ . 

"f" (3n)! -^ -r^-jT 

, r fx ^ (a+Dd + Dx*"-^' , (a +i)(g+n+l)(&+l)(&+ n+X)^to+i > \. 
+ ^^Ml I "^ "(n+ 1) !~ — -I r2M=T)'! * + -j + 

-h 

+ ^n \(;^z:iyi i (^i;~i)\ ^ + 

, (g + n- l)(a + 2n — l)(b + »~l) (?> + 2n-l) Si.-i , I 
"^ (3n— 1)! "^ *"l 

als das Integrale der vorgelegten Gleichung, ij , L, • . . L^ bezeichnen will- 
kürliche Constante. 

§. 65. 

Setzt man in der Gleichung des Mherea Paragraphen n = 3, so erhält 
man die Gleichung: 
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y" = x^y + (a 4- 6 f- 1) xy \ aby 


Ihr Integrale ist : 

00 QO 


= 11« u V vCj « +C/a^ +^3^ ) du dv 


y 



oder in Form von unendlichen Beihen: 

a(fl + 3)(a + 6)g;(6+3)(6 + 6)^o , 1 , 

i 9-, « i- . . . I -h 

1 ^ Ja: , (a + l)(6 + l)a;* , (a -H) (a + 4) (& 4 l) ih + i)x' , 

+ ^« \r! + 4! + 7l " + 

(a + l)(a + 4)(a4-7)(6+1)(6 + 4)_(&-|- 7) :r»« I 

, ^ /^' , (« 4-2) (fe + 2) a;* , (a + 2) (g + 6) (6 + 2) (b + 5) x« , 

(a+^) (a + 6)(a + 8)(& + 2)(fe + 5)(& + 8) x»' \ 

Eine dieser Keihen bricht ab, im Falle a oder b gleich Null ist, oder im 
Falle a oder 6 gleich ist einer ganzen negativen Zahl (siehe „Neue Studien"" 
Seite 61). 

Im Falle a oder b eine ganze positive Zahl ist, lässt sich das Integrale 
auch in anderer Form aufstellen. 

Differenzirt man nämlich die vorgelegte Gleichung ftmal, so erhält man : 

Diese Gleichung vereinfacht sich sowohl fBr ft = — a, als auch für ft = — 6; 
setzen wir 

ft = — a und y^""*"*"^^ = z 
so erhält man: 

Um diese Gleichung zu integriren, schlagen wir den Weg ein, den wir 
in der ersten Fortsetzung unserer „Studien^ Seite 53 einschlugen. Wir setzen 
nämlich 

kommen hiedurch zu der Gleichung 

« 5"i^ + ^-8- • d6 + 9 ^ = ^ 

welche leicht zu integriren ist. 

So hat man, im Falle beispielsweise a = 3, b = 5 wäre, als Integrale 
der letzten Gleichung 

2 = 6*6*-^ 

folglich ist 

2 = aje' 
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und 

<*' r 1 »'1 

y^dx^l'^ J 

oder in entwickelter Gestalt: 

ein particuläres Integrale der Gieiofaung 

y " = a?' y ' -f 9 jD y 4- 15 y 

§. 66. 

Integration der Gleichung 

«/ + ^y = «*~ (a?y + i^y) (63) 

um diese Gleichung zu int^riren, setze man: 
man erhält dann: 

^ ■" n» {2«-« dg« "^ n» 1*»*-* <* S 

und diese Werthe in (63) substituirt, führen^ von Brüchen befreit, auf die 
Gleichung : 

welche sich vereinfacht, wenn man 

mn + n = 1 
setzt, denn man erhält dann die Gleichung: 

(t'» + l)'S5^ + (m + l)(m + A-S)||-,ty = 

welche ein Specialfall der Gleichung 

(oj + 6, x) y" + (ai + fti «) y + K + *o «) » = 
ist. Führt man daher in die Gleichung 

^y + Ay = ^ {xy + f*y) (63) 

für X eine neue Variable l ein mittelst der Substitution 

x'^' = l 
so erhält man die Gleichung: 

fcd'y , m-fX — j dy ft ^r — o 

welche wir integriren lehrten. 

Anmerkung. Die in diesem Paragraph vorgelegte Gleichung ist ein 
specieller Fall der PetzvaT sehen Gleichung 

x^f + (^ + 5, aj") x^ + {A^ + B^x'^ + Cox'^)y = 

§. 67. 
Integration der Gleichung 
xy^""^ + ly^"^'^ = oj- ixy' + (ly) (64) 
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Ich fand ffir das Integrale dieser Gleichung (siehe zweite Fortsetzung 
meiner „Studien*' Seite 67): 

y = ftt" (1 - tt"^**~y * {ux) dt« (65) 



hier haben a, ß^ ^{x) folgende Werthe: 

Das Integrale der Gleichung (65) lässt sich leicht in entwickelter Gestalt 
darstellen, wenn ß eine reelle ganze positive Zahl, und wenn gleichzeitig a 
von der Form m-^-kim-^-n — 1) ist, unter k die Zahl oder eine reelle 
ganze positive Zahl verstanden. Am besten dürfte dies an einem Beispiele 
gezeigt werden. 

Es sei also die Gleichung gegeben: 

xr-t-29/ = «^*(«» +62/) (66) 

fnr dieselbe ist : 

1 

y = j u* (1 — U^^ i> (ux) du 


and hier bedeutet 

^" (a;) = «* ^ (a;) 

Aus der letzten Gleichung folgt: 

^" (ux) = u^x^if {ux) 

folglich ist 


y = ^,j(l-urtl,"{ux)du 


§. 68. 

Um das soeben aufgestellte Integrale zu entwickeln, benfitze ich nach* 
stehende Formel: 

J XXX 

+ (— 1) • ^^^— — iT^ h (— 1) • -;; 1 9 (tt) *(w«) du (67) 

X X J 

deren Richtigkeit sich leicht durch Differenziren nachweisen lässt, und erhalte 
also, da für diesen Fall 

fp{u) = (1— «')»= 1-.3m^ + 3w" — m" 
9' (11) = — 21 1«* (1 — wT = — 21 tt* 4- 42«*» - 21 u^ 
9"(tt) = — 42tt*(3 — 13tt' + 10tt") = — 126t£»4-546t<"-420ti« 
ist, folgenden Werth für y: 


1 


^"^ ^ l F^ ^ a?^ / ~^'y^ "■ ^^^ "+■ ^®" ) n^¥v^) du 
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und dies gestattet folgende Schreibweise: 


1 1 


y = i {(1 - uy *' (ux)] - g f(3 - 13 u' + 10 1*^*) u* tl^iux) du 



Nun kann man für u^rl;{ux) wieder ^ schreiben und hat dann: 

1 1 

y = ^. {(1 - «')» ^' («X)} _ ^ f (3 - 13 u' + 10 tt") r (ux) du 

« 

Behandelt man dieses Integrale wieder nach der Formel (67), so hat man, da 

(p(u) =3 — 13m' + 10m»* 

q,' (tt) = — 91 M« + 140 «»3 

y" (m) = — 546 tt» + 1820 «« 
ist, 

J(3 - 13 «' + 10 «") r (ux) du = {<lzili2^+ 10«'^ '^•C**) 


(-91t*«+ 1401*»») «^(tto;) 


1 1 


x^ 


]+h f(— 546 -h 1820«^ u^ t(ux) du 




somit ist: 


1 

(— 91 «« + 140 !*«•) ^(uic) 


«^ 


} — ^ (i— 546 -h 1820 «^ w^ ^ (ux) du 



Schreibt man im letzten Gliede wieder statt u^^{ux) seinen Werth 
^^-^— , so hat man: 

_ f (l— tt^»^^(ttj;) _ 42 (3 - 18it^ - f 10 u") i^^(wg) , 


1 


, 42(—91tt« + 140tt*«)i^(t*a;)l 7644 f, o ■ i^ 7\ ,'// \j 
+ — --74 -^^ ] — l^ j(-^ 4-10%^)* (wx)(itt 

Das letztstehende Integrale gibt, nach der Formel (67) behandelt: 


j (— 3 4- 10 tt^ ^ (waj) du = I ^^ -^ 1 + 

5 « 

1 

4-^ r420tt^^(ttaj)dM 



Da nun das letzte Integrale, nämlich 

JAc^n 'i . / x J 420 r,„/ X j 420 ^'(«») 
420 w* ^ (ux) dt* = -^ j ^ (tta?) du = ^ — ■' 

ist, so hat man; 
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\{i — uyi^'(ux) 42(3 — 13u'+ lOtt^j-V^'Cwa;) , 42(— 91 »•+ 14Ott")'0(t*a;) 


X'' 


1 
7644 (— 3 + 10 «') ^' (UÄ) , 636080 t*«'^^(ua;) 3210480 «^'(ua;)! .^ns 
i« H iS ^iT J (t)«) 



Setzt man nnn in diesem Ansdrncke zuerst für u die obere Grenze 1, 
so erhält man: 

— ^^'^<>'»(g) 7644. 7 rp' (x) , 636080 ^ ( a;) _ 3210480 ift'(a?) 

and dieser Ansdrnck leistet merkwürdiger Weise der vorgelegten Gleichung 
Genüge. Lässt man hier durchgehende den gemeinschaftlichen Factor 42 . 49 
weg, so erhält man als Integrale der Gleichung 

x/' + 29y" = a?*(xy' + 6y) (66) 

folgenden Ausdruck: 

woselbst 

^"(«) = aj* . !|; (oj) 

ibt Setzt man ferner in (68) flbr u die untere Grenze 0, so erhält man, wenn 
man durchgehends den constanten Factor ^'(0) wegläset, 

— Jl _ 1?? 4_????? __ 3210480 

somit ist das yollständige Integral der Gleichung 

xy"' + 29y" = x^ {xy' +Qy) (66) 

folgendes : 

/ 1 , 260\ ... ofi/ 1 \ ^\ ,^/ \ \ n{^ 126 , 22932 3210480\ 

y=(]^ + ^)*(«^)-26(^+^)^(«^)4-C'(^-,-^ + -^,ö -,-} 

unter C eine willkürliche Constante verstanden; die zwei andern willkürlichen 
Constanten der Gleichung (66) kommen in t(x) und tp'ix) vor. 

§. 69. 
Ich betrachte nun noch die Gleichung 

xy"' + 29y'' = x^xy' + lSy) 
ihr Integrale ist: 

y = f tt^« (1 — uy tif (ux) du (69) 



woselbst 

^" (05) =: x^ if (x) 

ist Man kann die Gleichung (69) auch so schreiben: 


j. 

y = ^, ju' (i - uy riux) du 
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und nun erhält man, die früher aufgestellte Formel (67) benätzend: 

ftt' (1 — «')* <(t*x) 7 u< ( 1 — ti^ (1 - 3 u') ^ (u x)\ , 

y = \ i* x^ / "t- 



1 

-I- ^ p (3 — 26 u' + 30 1/,") tl;(ux) du 



Das ausserhalb des Integralzeichens Stehende verschwindet sowohl für m = 
als auch für u = 1 ; bei dem Integrale kann man den constanten Factor 14 

weglassen; folglich ist 

1 

y = ^ ftt* (3 — 26 1*^ -f 30 w**) tiux) du 



Mau kann diese Gleichung so schreiben: 

y = JL f(3 — 26u' + 30u^*)i^"(uaj)tZtt 



Wendet man nun wieder die Formel (67) an, so erhält man: 



1 
+ ^ f (- tt* + 5 u*«) ^(waj) du 



Das letzte Integrale, welches wir mit J bezeichnen wollen, lässt sich so 
schreiben : 

1 

J= [(— 1 4- 5 tt') tt* tlf(ux) du 



und ist gleich 

J = ^. (■(- 1 -f 5 «') riux) du 



und gibt mittelst der Formel (67) behandelt: 

j __ ( (—l + 6u'^^'{ux) _ 86tt*^(tig ) , 210y(tt a;)| 



Es ist demnach: 

— f (8 ~ 26 ti^ + 30 u") V>' (« g ) ___ 14 (— 13 u* + 30 u'») ^ (ua ;) , 
y — \ x'^ flc" "f" 

1 
, 1092{—i + 6u'') U)'(ux) 38220 u* t/? (u x) , 22Ö820_^(i«x)l 



Führt man nun für t« den oberen Grenz werth 1 ein, so erhält man: 

_ lip'jx) _ 238 ^(ä) , 4368 if,' (x) __ 88220 ^( g) , 229320 jf' (x) 
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nnd dieser Werth von y leistet in der That der vorgelegten Gleichung Genäge. 
Er gestattet eine Vereinfachung und lässt sich folgendermassen schreiben : 

__ 7p'(x) 34^( ag) , 624i^'(a;) 6460 ip {x) , 32760 i/y'(a;) 

oder auch so: 

/ 1 . 624 , 32760\ ., . . /84 , 6460\ . , . 

und dieses stellt ein Integral der vorgelegten Gleichung vor, das zwei will- 
kürliche Constante enthält, weil ^{x) zwei solche besitzt. Setzt man in dem 
gefundenen y das tt = , so erhält man das dritte particuläre Integrale ; 
dieses lautet, wenn man gleich die constanten Factoren 3^'(0) weglässt, 
folgendermassen : 

_ J ?W , 76440 

Man überzeugt sich leicht, dass auch dies der vorgelegten Gleichung genügt. 
Es ist somit das vollständige Integral der Gleichung 

folgendes : 

/ 1 , 624 , 82760\^,, v / 84 , 6460\ , , \ i /-• / 1 364 , 76440\ 

unter C eine willkürliche Constante verstanden. 

§. 70. 

Die Gleichung 

X \/x . y' — y = 

ist eine Biccati'sche, und lässt sich somit leicht integriren. Setzt man 
nämlich 

BO erhUt man: 

Selbe ist ein Speciallfall der Gleichung (14) und zwar ist: 

m = 0, ^ = — 1, jB = — I, « = — 4, /J = + 4 
Da A und B negativ sind, so setze ich 

ond erhalte dadurch die Gleichung 

^0+5^1-1652 = (69) 

ior welche 

m = 0, ^ = 1, Ä = |, « = — 4, /J=:-f-4 

ist Das Integrale der Gleichung (69) hängt ab von dem Integrale der 
Gleichung 

«f? + ^-l«S''« = (70) 
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durch folgenden Ausdruck: 

' = •" «■ [«-* w (•* •■)] 

der entwickelt folgende Gestalt hat: 
Nun ist das Integrale der Gleichung (70) 

+4 +2 

z, = C, Je'^ (et« - 16)~* Au -h Ci I«"« (w« - 16)"* hg [g (w«— 16)] du 
folglich ist: 

+4 


5/ = C; Jite"^ (m«— 16)~ > dw + 


+ Ci J(j"S (u«*- 16)- * \u log [I (t.« - 16)] + |} Ju 


—4 
+4 


j/' = (7, Ju^e*^ (tt«_ 16)"* du + 

+ Ci Je'-S (u« - 16)-* {u« % [6 (u« - 16)J + ^ - 1} du 


-4 

+4 


j/" = C, J«i» «-S (w« — 16)" * d tt + 


-4 
+4 


+ Qp« (tt«- 16)-* [u'log\i{u'-m +^-f-^-^ + ^]dn 


-4 

+4 


,,"" = C r«* «"«(««— 16)~ * d « + 


+ Cj«"«(««- 16)-* {«*%[!(«•- 16)] +^'-*^'4-^-f}<i« 


und somit erhält man für z folgenden Ausdruck: 

+4 44 

—4 —4 

, 4 tt (u* ->- 16)* , 2(16 — 8tt*){» + 8tf{ — ei , 

somit ist: 


+4 -t-* 

= Ci Je"« (»• — 16)* d « + Ci Je"« { («« — 16)* % [| («« — 16)] + 
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+4 


y = c; 6* J«"^ (u*- 16)* du 4- 

4- C; J^;;^- {6* («»- 16)' &</ 16 0^^-16)] + 4u («.« - 16) 6» + 

+ 2(16 — 3u«) g« + 8tt| - 6} du 
nnd hierein ist nun zu setzen 

§. 71. 
Man kann die Gleichnng 

X |/aj * y" — y = 
auch noch auf andere Weise integriren. Ich fand nämlich Seite 95 der ersten 
Fortsetzung meiner „Studien*^, dass, wenn das Integrale der Gleichung 

f = ^ (I) ist , dann das Integrale der Gleichung 


folgendes ist: 


dx^ 




y = x 


\ d Tip (Yx) 


pCKg) ! 


da; 


Setzt man hier |tt = 2 , so lautet dieser Satz folgendermassen : Ist das 
Integrale der Gleichung 

^ = 9 (6) 9 dann ist das Integrale der Gleichung 
folgendes : 

Das Integrale der Gleichung 

5.^=- (71) 

ist (siehe Seite 97 meiner „Vorlesungen") 


z 


= c;it J«*^^*|/w« — 4di£ + 




-f Ci Je-»^«' ]/i^31 {I, log [(«• - 4) Kl.] + *-^^^^] du 


(72) 


— Jl 
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Setzt man in (71) und (72) 

so geht die Gleichnag (71) Ober in 

und die Gleichung (72), venn man zugleich statt s 9($) schreibt, in: 

+« 


y (D = C, I ('«»•V'g y„i _ 4 dtt + 


—2 


+ C. j*«*"^« y;^z^ J4| ^ [2 («• - 4) J/|] + ^^i^} dt. 


—8 

Man kann diese Gleichung einfacher so schreiben: 

— « 


+ C,|.^^SK,?r^Il{4|foi7[(u»-4)l/§l + i^^ 


es ist somit: 

+8 


?^ = c;Je-^'lA?^^i« + 


—2 


+ ^ Je*"*^' 1/ti^^^ {4 1/0= ioy [(«« .- 4) l)^«] + *-^iJ^} d« 


—2 

lind schliesslich ist 

+8 


y = ^V^l\c!t^e'^<'^Vn^-^du + 


—2 


+ Aj«»«V^« ^/IJZTi {4 j/o, foy ((«. _ 4) i;^«,] + l^i^} i«] 


—2 

das Integrale der vorgelegten Gleichung. 


§. 72. 

Integration der Gleichung 

x^Vx.f — y = 


Setzt man 

1 
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so erhält man 


l^+5j|-16|y 


welche Gleichung im §. 70 integrirt wurde. 


= 


(69) 


§.73. 

Integration der Gleichung 

sb" ]/x . y" — y = 
Setzt man 

so erhält man die Oleichung 

welche wir schon im §. 12 integrirten. 

(Siehe auch über die Integration der vorgelegten Gleichung Seite 71 
meiner ^Studien ^.) 

§. 74. 
Integration der Oleichung 


s a s 

X = Z 

d/ 


(73) 


Diese Oleichung, welche wir für den Specialfall fi = 2 in den §§. 12, 
15, 17 auf mehrere verschiedene Arten integrirten, lässt sich auch, im Falle 
ii eine ganze positive und gerade Zahl ist, allgemein integriren. Setzt 
man nämlich 


-' I 


= ^ ^ d y 


dx 


s 


SO erhält man: 


X 


8 a 


dx* 


X 


t d y 


dx 




i d y 
dx 


8 


Dividirt man diese Oleichung durch x und integrirt man selbe dann 
beiderseits ^ mal , so erhält man 


£ 
,2 


dx 


X 


Eni T 
% d y 


dx 


= y 


Führt man nun in diese Oleichung fflr x eine neue Variable g ein mit- 
telst der Substitution 
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so erhält man, die Liouville'sche Formel 


H 


äx 


i d y 

X — — 
t 

dx 


(B) 


benutzend (siehe meine „Studien" Seite 47), die Gleichung 


welche sich auch so schreibeD lässt: 

Behufs Integration dieser Gleichung führe ich fDr ( eine neue Variable 
Ij in Bechnung mittelst der Substitution 

i = ^'- 

• a 

dann erhält man, wenn man a so wählt, dass 
ist, die Gleichung 


fy _ 


d^t 

deren Integrale, nach der Laplace' sehen Methode construirt, wenn man gleich 
fflr li seinen Werth a| setzt, folgendes ist (siehe meine „Neuen Studien^ S. 25): 










das Int^n^le der vorgelegten Gleichung, vorausgesetzt, dass A, , A, •• . A^^., 
die |tt + 1 Wurzeln der Gleichung 

/+' = 1 

oder, was auf dasselbe hinauskömmt, dass aA^, aA, ... aA^^^ die fi-f-1 
Wurzeln der Gleichung 

(a A) =2 
sind, und C,, Q ... C^^^ willkürliche, blos an die Gleichung 

Q ^i + Ci A, + . . . + C^^i A^^j = 
gebundene Constante sind. 


81 


§• 75. 
Int^ration der Oleicbung 

2 aß 

X = z 


(73) 


forden Fall, in welchem ft eine negative, ganze und gerade Zahl ist. 
Ich setze, um obige Gleichung zu integriren, 


und erhalte dadurch 


X 


— iL 

-iL 

dx 


, iL -iL 
% d y d y 


9 


2 


dm dx 

Wird diese Gleichung -^mal difforensirt, so kömmt man zu folgender 


2 


.8 


dx 


X 


i d y 


dx 


iL 

s 


=y 


man hierein gleichfalls |/sc = ( und behandelt man sie mittelst der 
LiouYi 11 ersehen Formel (B) (siehe meine „Studien^ Seite 47), so erhält man: 

1 /y _ 

^^i'di' ^ 

ibr Integrale ist somit bekannt , folglich ergibt sieb für z folgender Werth : 

_Q0 


^= \e 


M+i d 


2 


dx 


s 


[<^. 


aA 


e 


f.x,uv> ^ c^ ^«».-Vx + ... 4. c^^^ «-•>+ 


^-"•]d« 


woselbst älmmtliche hier vorkonomende Grössen a, ^, ^s ••• ^it+p ^n Q 
*** ^,1+1 die im vorhergehenden Paragraphen angeführten Bedeutungen haben. 

§. 76. 

Integration der linearen Differential-Gleichung 

xy'" = A(xj/^(iy) (74) 

in welcher A eine beliebige Gonstante, und ft eine ganze positive Zahl be- 
zeichnet. 

Differenzirt man die Gleichung (74) (imü nach Xj so erhält man: 

a. y^H^) + ^ /+«) = A X /+'> (75) 

Die beiden Differential-Gleichungen (74) und (75) haben gewiss drei particu- 
läre Integrale gemeinschaftlich, denn dieselben Aid particulären Integrale, 


Spitser, Heue Stadien Aber lineue Dlfferential-Gleickiiiigen. Ente Forts. 


6 
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welche der Oleichung (74) genügen, genügen auch der Gleichung (75), weil 
diese eine blosse Folge der Gleichung (74) ist. 

Die Gleichung (75) hat aber ausser den genannten drei partical&ren In- 
tegralen noch ft particuläre Integrale, die nicht der Gleichung (74) genügen, 
und die blos in Rechnung eingeführt worden sind durch das fc malige Diffe- 
renziren der Gleichung (74). 

Es folgt aber aus (75) 
y = C^x^ + C^^y'-' + C^^,a}'-'' + ... + C^a?+C,x+C^ (76) 

unter CJ^, C^_i, C^, ... C,, C,, C^ willkürliche Constante verstanden. Da 

dieser Ausdruck |tt -f- 1 willkürliche Constante enthält , so repräsentirt er 
|it4~l particuläre Integrale der Gleichung (75); eines dieser particulären 
Integrale gehört aber der Gleichung (74) an. Um dieses zu finden, setzen 
wir den in (76) aufgestellten Werth von y in (74) und bestimmen die Cob- 
stanten (7 , (7„ ., C„ o . . • C,, (?,, (7^ so, dass der Gleichung (74) identisch 

Genüge geschieht 

Aus der Gleichung (76) folgen: 

y' = (,c^^-' + 0*- 1) c;_X-» + (,» - 2) c;_, «"-» + ... 
y" = f* 0»- 1) (f* - 2) c; a>^-» + (^ - 1) (^ - 2) (^ - 3) c;_, «"-* + 

+ (,t-2) (,t-3) (^-4) C^_,^-' + . .. 
Daher ist: 

+ ar^-* [2il C;., + ^ (^ - 1) 0»_2) ^ + 

+ a!^-»[3.1C;_, + (/t-1) (/*-2)0»-3) C^,l + 

+ a:^-* [AA C^_, + 0»-2) Ot-3) (^-4) C^J t 

+ 

-I- sc» [0*— 2) 4 C, + 4.3.2. CJ 4- 

+ « [((t—l)ilC, +3.2.1. Ci] + 

Da nun der zweite Theil der Gleichung identisch Null sein soll, so mfissen 
folgende Gleichungen stattfinden: 

2AC^_,-\-t^ilt-l){pi-2)C^ =0 

34 e^., + 0» - 1) (i» - 2) (ft - 3) c;_, = 

44C^ + (,»-2)(,»-3)(,t-4)C^_, = 


(,» — 2)ilC, + 4.3.2.C4 =0 

(n—l)ACi-\-B.2.l.Ca —0 

(iAC„ =0 
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Ans der ersten dieser Gleichungen folgt 


C , = 


ans der dritten dieser Gleichungen folgt sodann 

ferner folgen aus der fünften, siebenten, neunten Gleichung 

Aus der zweiten der obigen Gleichungen folgt: 
aus der vierten der obigen Gleichungen folgt: 

>-4~ 2.4-A» % 

aus der sechsten der obigen Gleichungen folgt: 

u. s. f. Folglich erhält man, wenn man durchgehends den constanten Factor 
C^ weglässt: 

, ft(^-l)(ft^2)>(|^->2)(ft-8)(ft-4) _H-4 

_ ft(ft-l)(^~2).(ft-2)(ft^3)(fi-4).(ft^4)(/4-5)(ft^ 6) u-e 

2.4. 6ul" \ * 

als Integrale der vorgelegten Gleichung. (Siehe zweite Fortsetzung meiner 
„Stadien'' Seite 9.) 

§. 77. 
Auf ganz gleiche Weise erhält man fßr die Gleichung 

in welcher A eine beliebige Gonstante und fc eine ganze positive Zahl be- 
zeichnet, folgendes Integrale: 

. ft (ft — l)(ft— 2).(fi-l)(f*-2)(|!t>-8) U-» 

_ ft(ft-l)(ft-~2).(ft>-l)(ft-2)(ft-8).(ft-2)(ft-8)0t>-.4) a-8 

1.2.8^» ^ 

+ . . . 

§• 78. 

Integration der Gleichung 

x^y'" = xjf^^y (77) 

unter fc eine ganze positive Zahl verstanden. (Siehe Seite 94 der ersten. Fort- 
setzung meiner „Studien^.) 

6* 
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um die Gleichung (77) su integrixen, differenzire ich dieselbe — fimale. 
Ich erhalte hiednrch 

««/-''> - 2fea?y<'-''> 4. (|,« 4. ^ - ar)y<*-'^> = (78) 

nun setze ich zuerst 

y ==« 
und erhalte biedurch 

sodann setze ich 

unter Z eine neue Variable verstanden, und erhalte biedurch 

xZ" — Z^O (7) 

Das Integrale dieser Gleichung ist (siehe Seite 97 meiner „Vorlesungen über 
Integration linearer Differential-Gleichungen^): 

Z = C,w je^'^'yi?'^^ du i- 

—2 

+ C.fe''^' \/i?-^4 [x log Ru« - 4) Vx] + ^^^^J du (8) 

folglich ist 


y = C, £j^, [«/•+* fa-^V^?^ 


+ C,£i|i^,pJe''^*l/t?^4 (79) 


— » 


ein mit zwei willkürlichen Constanten versehenes Integrale der vorgelegten 
Differential-Gleichung. 

§. n. 

Die Methode, welche ich eingeschlagen habe, um die Gleichung (77) zu 
integriren, ist nicht ganz strenge. Ich habe nlmlich die vorgelegte Gleiobung 
— (i mal differenzirt, biedurch sollte eigentlich die Gleichung (78) folgender- 
massen lauten: 

und da ich den zweiten Theil der Gleichung (78) gleich Null sefaite, so bleibt 
mir nichts anderes übrig, als die Bicjitigkeit des gefundenen Integrales direct 
nachzuweisen. 

Ich will nun zeigen, dass der Gleichung 

x*f' = xy' + iiy (77) 

in der That genügt wird für 
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^ = {^' \f^' J''*" ^"^^^ '^ "] ^^^ 

Um diesen Nachweis zu fflhren , entwickle ich den Ausdruck (80) in eine 
Beihe , beweise vorerst deren Gonvergenz und sodann zeige ich , dass die Reibe 
der vorgelegten Gleichung genügt 

Die Formel (80) gestattet folgende Schreibweise: 
Setzt man der Eflrze halber 


— j 

80 ist: 

1-1 


f|/ti« — 4.tt*dt« = P^ 


Nun ist klar, erstens, dass P,» = ist ffir jeden ungeraden Werth von 

n, und zweitens, dass 

s 





ist fftr jeden geraden Werth von n. Durch dies geht somit die Gleichung 
(81) über in 

Ich erinnere nun an die bekannte Formel 

und erhalte dann, diese anwendend, folgenden Werth für y\ 
und dies Iftsst sich so schreiben: 

Um nun das P zu bestimmen, setze ich in 


vorerst ftbr n die Zahl 2ii — 4, ich erhalte dann 
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2 


P^-A = 2JV^^^^^^ u^'Uu 


sodann setze ich 
dies gibt: 




u = 2\/v 


',n^ = 2''"\i.j(l-v)^v''''^dv 


oder anders geschrieben: 

Substitairt man diesen Werth von Pf,^_^ in y, so erhält man: 

y — T-i «^Ö (n-l)!nI(8n-4)! '^ 

Nun ist (siehe Seite 45, letzte Zeile meiner „Studien"): 

r(«-i) = y_r^^'^" 

V T^ 2'*»-^ . (n — 2) ! 

setzt man dies in y ein und lässt man die allen Gliedern der Reihe y gemein- 
schaftlichen Constanten Factoren weg, so erhält man: 

»=00 

^ ■" Ö (n - 2) !(«-!)! n! "^ 

oder in anderer Form geschrieben: 

*"" 1!2! ^ ^1!2!3!^ ^2!3!4'. ^31416»^ ^"• 

Diese Reihe ist convergent und leistet wirklich der vorgelegten Gleichung 
Genüge ; sie ist demnach in der That ein particuläres Integrale der Gleichung 

Man kann y auch so schreiben: 

J'— 1! 21-® ^1! 2! 8!'^^ 2!3!4! '^^ 3!4!6I .X-f..-{^^) 

und dieses y ist merkwürdigerweise auch giltig für ganze und negative Werthe 
von ft. Am besten sieht man dies an einem Beispiele. 

Sei nämlich |it=:r~ 5, also die vorgelegte Gleichung 

x^y'" = xy —by 
so findet man als Integrale derselben nutteist der im §. 77 aufgestellten Formel 

y = ay' — 60»* + 720aj« — 1440»« 
und mittelst der Formel (82) 

x^ ** U- f^ _ ^* 

J' "^ T T "i 48 2880 

Diese beiden Werthe von y stimmen bis auf einen constanten Factor voll- 
kommen mit einander überein« 
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§. 80. 
Integration der Oleichang 

tu m 

y =« y 

Das Integral der Oleichmig, in Form unendlicher Reihen aufgestellt, 
lautet : 

^ ^ (m+i)(i»+2)(m-|-3) "*" (w+l) (fii+2) (m+3) . (2m+4) (2m+5) (2m+6) + 
"^ (iw+l) (m+2) (m+8) . (2111+4) (2m+5) (2m+6) . (3m+7) (8fn+8) (3m+9) + • ' • J + 

^ "T" (fii+2) (i»+8) (m+4) "^ (m+2)"(»H-8)7w4^)T(2m+5H2^^ "^ 

^" (w+2)T»H-8) (m+4) . (2«+6) (2ii4-6) (2m+7) . (8m+8) («fii+9) (SuH-lO) + ' •• J + 

* + (m+3) (i»+4)l«+ö) "^ (m+8) (m+4) («i+6) . (2w+6) (2m+7)"(2m+8) "^ 

X ^!1! . 1 

^ (fli+8) («1+4) (m + 6) . (2m+6) («m+7) (2m+8) . (8m+9) (3w+10) (Sw+Jl) ^ " • " J 

^n G^y Q sind willkürL'che Gonstante. 

Obige Seihen sind fDr positive Werthe von m stets oonvergent. Für 
m = — 3 sind alle drei Reihen unbrauchbar, allein in diesem Falle lautet 
die Diiferential-Oleichung 

^ y' = y 

and ihr Integrale ist: 

hier bedeuten X^^ A,, A, die drei Wurzeln der Gleichung 

A(X— 1) (A — 2) = 1 
Die erste Reihe ist ausserdem noch unbrauchbar, sobald m gleich 

8l» — 8 j 1 • 1. 8»— 1 

oder gleich 

ist; die zweite Reihe ist ausser dem Falle m=r3 noch unbrauchbar, im Falle 
m gleich 

_»JL=d oder -i^i±l 

n n 

ist; endlich wird die dritte Reihe unbrauchbar ausser für m = 3 noch für 
m gleich 

_»!L+ll oder - i?^±^ 

n n 

in allen diesen Fällen bedeutet n eine ganze positive Zahl. 

Ist m = — 1 y so hat man die Gleichung 

/// 

xy =y 

ihr Integrale ist in dem Falle: 
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+ ^« [fi + + • Jj + 2:4 • ri + 2X6 • 8! + • • • ] + 

+ ^3 {1 + (fi + ^- S + o li + sie fi + •••) ^»^ - 

(siehe meine Arbeit in Grnnert's Archiv für Mathematik 26. Band.) 
Ist m = — 2, 80 hat man die Gleichung 

x^y =y 
ihr Integrale hat, wie Petzval bemerkt , die Qestalt: 

y^u-^-vlogx-^w Qogx)^ 
woselbst u, V und w unendliche, nach steigenden Potenzen von x fortlanfende 
Beihen bedeuten (siehe PetzvaTs Integration der linearen Differential- 
Gleichungen 2. Band Seite 353). w ist leicht zu finden, es ergibt sich für 
dasselbe folgender Werth: 

^ = ^\ \j\ + 2T8I ^' 2! 8! 41 "*" 314161 + 4! 61 6! *^ • • • J 

(siehe meine „Neuen Studien'' Seite 125.) 

Bezüglich der Integration der Gleichung 

y =x y 

verweise ich noch auf folgende meiner früheren Arbeiten: Meine „Studien" 
zweiter Abschnitt ; „Erste Fortsetzung meiner Studien^ Seite 95^98, „Zweite 
Fortsetzung meiner Studien'^ Seite 20 und 21, ferner Seite 58 — 61, „Neue 
Studien"" Seite 125. 

§. 81. 

Auch hier wollen wir, bevor wir diesen Abschnitt schliessen, noch zwei 
Differential-Gleichungen integriren. 

Es sei gegeben die Gleichung 

«/ + y -«»y = 
(siehe das Beferat des Hrn. Dr. Hamburger über eine Arbeit des Hrn. A. 
Starkoff in Ohrtmann's „Fortschritte der Mathematik^ 10. Band, Seite 
226). Setzt man 

so erhält man: 

Das Int^rale dieser Gleichnng ist: 

+i +4 
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folglich ist das Int^frale der vorgelegten Gleiohang 

J Vi**-i J )/•♦'-* 
-i -t 

(siehe „Nene Studien" Seite 120, §. 88.) 

Femer sei gegeben die Differential-Gleichung: 

(l-«)'y"~3(l-aj)j^4-y = 
Ihr Integrale ist nach der bekannten Enler* sehen Methode: 

y — rri-r^f i-x 
oder in Form onendlieher Bühen: 

Beide unendliche Beihen sind f&r o; < 1 oonvergent , fdr a; = 1 divergent. 
Die mit (7, multiplicirte unendliche Beihe fiel mir beim Darchlesen einer 
Arbeit von P. Appell auf, die im 64. Bande von Hoppe's Archiv fflr 
Mathematik und Physik Seite 392 enthalten ist 

Anmerkung. Leicht wäre es, diejenige lineare Differential -Gleichung 
aufzustellen, der Genüge geschieht durch folgenden Werth von y: 

unter x eine Zahl verstanden , die kleiner als 1 ist ; denn diese Beihe ist 
das Product folgender zwei Beihen: 

y, = 1 -f- ® + ®' + ®* + ^ + • • • 

und 

deren Summirung keine Schwierigkeiten verursachen. 


Zehnter Abschnitt. 


Neue Methode, den integrirenden Factor einer linearen Diferential- 

Gleicliung zu finden. 

§. 82. 

Ich stelle mir die Frage: Unter welchen Umständen lässt sich die 
Differential-Gleichung 

ff' + X,y'^X^y^O (83) 

in welcher X^ und X^ g^ebene Functionen von x sind, auf die Form: 

(y' + iyy + ^(y' + iy)=o (84) 

bringen ? 

Wenn die Gleichung (83) sich auf die Form (84) bringen lassen soll, so 
muss nachstehende Gleichung identisch stattfinden: 

/ + J:, y' + -X^y = (y' + Ly)' + itf (y' + Ly) (85) 

Aus ihr folgt: 

y" + X,y'^X^y = y'' + Ly'^L'y+My' + LMy 

und damit diese identisch werde, muss sein: 

X^ = L' + LM 

Aus diesen beiden Gleichungen ist nun L und M zu bestimmen. Au8 der 
ersten von ihnen folgt: 

L = X^ — M 

dies in die zweite Gleichung eingeführt, gibt: 

X^ = X^' — M'-\' MX^ — M^ 

und hieraus ist if zu suchen. Zu dem Zwecke setze ich in dieselbe 

z 

unter z eine neue Variable verstanden, und erhalte sodann: 

z" — X,z' + {X^ — Z/) z = 
oder anders geschrieben: 

z' -^{X,zy -^rX^z^O (86) 

Kann man hieraus z bestimmen, so ergibt sich aus demselben das M und 
sodann das L. 
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Soll daher die Oleichnng (83) auf die Form (84) gebracht werden können, 
80 hat man vor Allem die Gleichung (86) aufzustellen und selbe zu integriren. 
Gelingt die Integration derselben, d. h. kann man das z finden, so ist es 
leicht , die Werthe von L und M anzugeben. 

Aus der Gleichung (85) folgt, wenn man in derselben ffir M seinen Werth 

- setzt und dann die so erhaltene Gleichung von Brfichen befreit, 

» (y" + -Xj » + -Xj) ») = 2 (y' + i»)' 4- «' (y' + i^y) 

Diese Gleichung l&sst sich auch so schreiben: 

folglich ist: 

y (y" + -X, y + -X^y) da? = z (y' -f- Ly) + (7 
nnd somit ist das gefundene z der integrirende Factor. 

§. 83. 

1. Beispiel. Es sei gegeben die Gleichung 

f = icy +y 
Ar Integrale ist auf den ersten Blick ersichtlich und lautet : 

y =xy+ C 

2. BeispieL Es sei 

y' = xt/ '\-2y 

Zur Bestimmung des integrirenden Factors z dient hier die Gleichung 

/' + «./ -2 = 

Ueraus folgt z = x; folglich ist die Gleichung 

xijf' — xjf -2y)^0 

uitegrabel und ihr Integrale ist: 

xif-{^ + l)y = C 

3. BeispieL Es sei 

y =xy + 3y 
Zar Bestimmung des integrirenden Factors z dient die Gleichung 

z' '\' xz — 2 « = 

^ Int^ale dieser Gleichung ist (siehe meine Vorlesungen Seite 84, Formel 
140, und setze in derselben a = 0, m = 0, n=l, A = — 2) 

Ä = JB« + 1 

& ist somit die Gleichung 

(a^" + l)(y"-«y-3y)=0 
uitegrabel. Das Integrale dieser Gleichung lautet: 

»(y' + iy) = C? 
Um das L zu finden, bestimme man vorher das M, dies ist gleich 

xTirii somit ist 

j 2jc gg'-fSag 
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und folglich Isotet das Integrale der vorgelegten Gleichung: 

oder kürzer: 

U. 8. f. 

Allgemein findet man fOr die Gleichung 

y" = «y + wy 

folgendes Integrale: 

r ,_, ^ (li^l) {fir-2) ^n^i ^ (n^i)(n-2)(n~8)(n^4) ^— ß _^ 
i (n^l) (n-2) (n-8) (n-4) (n--6) (n--6) »-7 , "1 , . 

, n (>i-l) {n--2) (fi~-8) fti-4) «1^) »-« , 1 ^ — ^ 

§. 84, 
Ich frage' nun weiter, unter welchen Umständen lässt sich die Gleichnng 

t/^ + X^y' + X^y' + X^y^O (87) 

auf die Form 

(y" + Ly' + MyY + N(y'' + Ly' + My) = (88) 

zurückfahren ? 

Um diese Aufgabe zu lösen, bemerke man, dass aus den beiden Glei- 
chungen (87) und (88) folgende Gleichnng herrorgeht: 

y" + X^y' + ^y + A,y = (y" + Ly' + My)' + 2^(y" + Ly' + My) 
Entwickelt man den zweiten Theil dieser Gleichung, so erhftlt man: 
r + X^f + X,jf^-X^y = y'" + (i + N)f + 

+ {L' + M + LN)y + {M' + MN)y 
und hieraus folgen nachstehende Gleichungen: 

X^ = L + N 
X,=L' ^ M + LN 

2; = if' 4- MN 
aus welchen L, M und N gesucht werden müssen. 

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt: 

L = X^ — N 

Dieser Werth von L in die zweite Gleichung substituirt, liefert nachMgenden 

Werth für M: 

M=X,-X^ ^N'-X^N + N^ 

Wird dies in die letzte Gleichung substituirt, so erh&lt man N. 

Die Gleichung zur Beetimmung Ton N lautet demnach: 

- Y ^ X,' - X;' ^ S" - X^N' -2X^ N ^ 

+ 82ViV' + X^2V--X,Ar« + ^» = (89) 

Setzen wir für N nachstehenden Ausdruck: 
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Z 

80 ist 

N = p 

Wird dies in die Oleich^ng (99) eing60#tzt and sodaim die dedarch entste- 
hende Gleichung von Brüchen befreit und geordnet, so erhUt man: 

fl" - -X, /' + (X, - 2 A,0 2' ~ ( V - -Xj ' + 2;,) « = 

oder anders geschrieben: 

Ist diese Gleichung auflösbar und findet man hieraus 2, so ergibt sich 
dann mit Leichtigkeit alles übrige, nämlich das £, if und N. 

Aus der Gleichung 

(3(' ^Lif + MyY 4- N(f/' + Ly' + J»/y) = (88) 

folgt; wenn man für N seinen Werth setzt und dann dieselbe mit z mul- 

tiplieirt: 

z(ff'' + Lj/ + MyY + z(y" + Ly' + Jtfy) = 

Diese Gleichung ist ein vollat&ndigee Differentiale und gibt integrirt: 

z(j/' + Ly' + My)^C 

das z wird bekanntlich der integrirende Factor genannt 

Beispiel. Es sei gegeben die Gleichung 

i/'' = xj/ + ny 

unter n eine ganze positiye Zahl verstanden. 

Die Gleichung zur Bestinunung des integrirenden Factors z lautet: 

z''' = xz +{l — n)z 

Nach meinen „Neuen Studien*' Seite 14 ist das Integrale dieser Gleichung: 

*""(n — 1)! 8(n-4)! "^ 8.6.(n — 7)! S.6.9.(n- 10) ! "*" '•' 

somit ist z bekannt. 
Man hat daher, da 

y^' — ajy — y = (y" — xyY 

als Integrale der Gleichung 

j^" = aj y' + y 
folgende Gleichung 

y —xy = C 
Man hat femer f&r die Gleichung 

da 

und der integrirende Factor s = o; ist 
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oder kürzer 

als Integrale der Gleichung 

y =«y +2y 

Auf gleiche Weise findet man für die Oleichnng 

y =«y +3y 

da 

j/' —xy -3y=Jy --y +-^^yj + S" (y -^y +"1?-») 

und der integrirende Factor 

2f = «• 
istr 

oder in anderer Form 

als Integrale obiger Oleichung. 

Und eben so ist das Integrale der Gleichung 

y =«y +4y 

folgendes : 

(aj» — 2)y' — 3»«y' + (8 a? — a5*)y = C 

u. s. f. C bedeutet hier stets eine willkfirliche Constante. 


Anhang. 


Im §. 59 dieses Baches habe ieh das Integrale der Gleichung 

(x«-l)y'-12ajy +42y=:0 

anfgesteUt; es lässt sich dies anch so schreiben: 

y == Ci (1 + 21 «• + 35aJ* +- 7 35*) + C; (aj' -f 21 a?* -f 35aj» + 7aj) 

and hiebe! ist der gleiche Goefficientenbau der beiden particnl&ren Integrale 
so auffallend bemerkbar. 

Diese Eägenthümlichkeit findet anch allgemein statt. Ist nämlich gegeben 
die Differential-Gleichung 

(a.« - 1)/ + (a + 6 + 1) xy' •{•aby = (54) 

so erh&lt man, wenn man in derselben 

— a 
jf = X .Z 

setzt, folgende Gleichung: 

Ä« («• — 1) «" + » [2 a + (6 — a -f 1) »T «' — a (a + 1) 8 = 

Setsst man hierein 

1 

so erh&lt man: 

5(l-?)|^+[a-6 + l-2(H-a)5T^-a(a + l)|z = 
fllr 

6 = a + l 
verwandelt sich die eben behandelte Gleichung in 

(P-l)5^ + 2(a + l)|J| + a(a + l)i5 = 

und hieraus sieht man, dass die Differential- Gleichung 

(a?«- 1) y" 4- 2 (a+ 1) ajy' + a (a + 1) y = (90) 

diurch die beiden Substitutionen 

-a 1 

y = a? «, ^~'l 
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I 


übergeht in eine Gleichung von genau derselben Gestalt, nämlich in 

Ist somit das Integrale der Gleichung (90) 

so ist auch 
somit 

und daher ist das vollständige Integrale der Gleichung (90) 

(Siehe auch Ännales scientifiques de VScde normale superieure 1879 
Seite 185, in welchem Werke J. Tannery die Differential-Gleichung: 

« (a? - 1 ) y ' - ( 1 - 2 a?) y' + i y = 

durch die beiden Substitutionen 


X=j, 


y= u]/t 


in die Gleichung 


*(«-l)^-(l-2«)sl + +«=0 


aberfOhrt.) 

Schliesslich will ich noch bemerken, dass der Gleichang (90) auch ge* 
nOgt wird durch folgenden Werth von yi 

y = C,(« + l)-« + ^, («-!)• 
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Vorrede. 


Seit dem Jahre 1860 ist dies die siebente Schrift, die ich über Inte- 
gration linearer Differential - Gleichungen publicirte. Es erschienen nämlich 
bisher : 

„Studien über die Integration linearer Differential * Gleichungen" 1860 ; 
erste Fortsetzung 1861; zweite Fortsetzung 1862. „Vorlesungen über lineare 
Differential -Gleichungen'' 1878. „Neue Studien über die Integration linearer 
Differential - Gleichungen" 1874; erste Fortsetzung 1881; zweite Fortsetzung 
d. i. die hier vorliegende Arbeit 1882. 

Drei Abschnitte enthält diese Arbeit. Im ersten Abschnitte suchte ich 
auf Differential - Gleichungen der Form: 

x{x-l) y '+ [Bx + B,{x- 1)] y' + [Ax + A,{x^l)]y = (1) 

zu kommen, und selbe zu integriren. Es ist mir dies auch in vielen Special- 
fallen geglückt. Ich ging nämlich von der Gleichung 

y"=xy + ny (2) 

aas, welche sich stets nach der La place' sehen Methode integriren lässt. Ist 
n eine reelle ganze positive Zahl, so lässt sich die erwähnte Gleichung auch 
anders integriren. Ist n = 1, 2, 3, 4, 5 so gelangt man aus (2) zu folgenden 
Gleichungen 

y "— ajy = 
xy" — y'— »-a5*y = 
»''y"— 2ajy + (2 - ar») y = 
(a?»- 2) y'— S^VH- (ß^ - a;*)y = 
(«* - 8«) y" + (8 - 4a?«) y + (20a?« -^a:») y = 

und diese Gleichungen führen einmal differenzirt, wieder auf die Gleichung (2) 
zurück. Setzt man in all' diesen Gleichungen 

a?»=S 

so kömmt man zu folgenden Gleichungen: 

^4^2^— tw — 


S'5?« + i(2-|)y=:0 
5 (S - 2) 5^ - H4 + I) sl + i (8 - I) y = 
l(6-8)g-4(l4-4)||+i(2ü-g)y = 


».-V ' 


rr 

und alle diese lassen sich integriren. Die zwei letzten Gleichungen gehen 
dnich eine einfache Substitution in Gleichungen der Form (1) aber. 

Ich habe dann Gleichungen der Form 

y"'=xixy'+ny) (3) 

betrachtet, und das yollständige Integrale dieser Gleichung nach meiner Methode 
in Form eines Doppel-Integrales aufgestellt. 

Im Falle n = 2, 6, 10, 14, 18,... ist, fand ich das Integrale der 
Gleichung (3) auch in Form eines einfachen Integrales. Für die SpecialMe 
n = 2, 6, gelangte ich von der Gleichung (3) ausgehend, zu folgenden Diffe- 
rential- Gleichungen : 

y" — x^y = 
(«* - 6) y' — 4a?Y+ (18«' — «•) y = 


welche für 


tibergehen in: 


a^=5 


iU + i'^-^y = o 


3pT"TJ| 


Die letztere dieser Gleichungen ist wieder ein Specialfall der Gleichung (1). 

Auf ähnliche Weise ging ich dann weiter vor. Im zweiten Abschnitte 
dieses Buches (d. i. im zwölften Abschnitte meiner neuen Studien) betrachtete 
ich Gleichungen der Form 

(<h + h^) y"+ K + Kx) y"+ (a, + b,x) y'+ (a. + b^x)y = 
und suchte einen Factor der Form 

e * (n + ») 
zu ermitteln, auf dass der Ausdruck 

{n+x)e"[{a^ + b,x)y'''+(a^ + b,x)y"+(a, + b,x)y'+{a^ + b.x)y] 
identisch gleich werde dem Ausdrucke: 

Ji {e'' I(n + «)(-, + b,x) »"+ Py'+ Qy)\ } 

Es ist mir die Lösung dieses Froblemes vollkommen geglflckt, und ich 
bin hiedurch zu Gleichungen der Form 

(n + x)(a^ + b^x) y''+ Py'+ Qy = 

gelangt, welche von der zweiten Ordnung sind, und welche Coefficienten besitzen, 
die ?om zweiten Grade sind. 

Der letzte Abschnitt dieses Buches enthält verschiedene , die Integration 
veB Differential -Gleichungen betreffende Sätze. 


Wien, Februar 1882. 


Simon Spitzer. 


Eilfter Abschnitt. 


Integration einiger DifTerential - Gleicliungen. 

Die Gleichung 

y " = «» + ny (1), 

in welcher n eine positive Zahl bezeichnet, Usst sich nach der Methode von 
Laplace integriren und hat 


eo 




zum Integrale , in demselben bedeuten fi| , fc^ , fia ^^ ^^^^ Wurzeln der 
Gleichung 

fi^ = 1 

und (7, , (7, , (7, sind willkürliche Constante. Man kann sich leicht von der 
Richtigkeit des in (2) stehenden Integrales fiberzeugen. Setzt man nämlich in 
die Gleichung (1), die sich auch so schreiben lässt: 

y " — xy' — ny = (1) 

far y den in (2) stehenden Werth, so erhält man : 


CO 


fff 


tt** " e (m* — fi^ux — n) du + 




CO 



+ C^Ju"^e ' (tt» — ftjwaj — n) dw 



Spitser, Nene Studien. S. Fortoetcnn^ 





Nun lassen sich die, auf der rechten Seite dieser Gleichung Torkom- 
menden Integrationen wirklich ausführen; thut man diess, so erhält man: 


:= oa 


Der rechts vom Gleichheitszeichen stehende Ausdruck wird Null, sowohl 
für ti = oo als auch für u == 0; somit genügt in der That das in (2) stehende 
Integrale der vorgelegten Differential-Gleichung (1). 

§• 2. 

Die Gleichung (1) lässt sich, im Falle n eine reelle ganze positive 
Zahl ist, stets auf eine lineare Differential-Gleichung zweiter Ordnung zurück- 
fahren, wie ich diess bereits auf Seite 93 der ersten Fortsetzung meiner 
neuen Studien über die Integration linearer Differential-Gleichungen gezeigt 
habe. Multiplicirt man nämlich die Gleichung 

y' — xy—ny = Q (1) 

mit dem integrirenden Factor z, so erhält man zur Bestimmung von z folgende 
lineare Differential-Gleichung 

2 = sc« — (n — 1) 25 

Ein particuläres Integrale dieser Gleichung ist: 

(n— 1)! 3 . (n -4)! ' 8.6(n— 7)! 3 . 6 . 9 (n — 10)! ^ * ' ^^ 

und dieses ist für reelle, ganze, positive Werthe von n eine ganze algebraische 
Function von x. 

Für n = 1 ist 2 = 1, und es ist identisch 

y —xy'-y = j^(y — jcy) 

es ist demnach das Integrale der Gleichung 

y " = xy + y (5) 

folgendes : 

y" — xy=C 

unter C eine willkürliche Constante verstanden, oder was auf dasselbe heraus- 
kömmt, die zwei linearen Differential- GleichuDgen : 

r = ccy + y (5) 

und 

y" ^xy = (6) 

haben zwei particuläre Integrale gemein, denn man kann sich denken, die 
Gleichung (5) sei entstanden durch Differenziren der Gleichung (6), und wenn 
zwei Differential - Gleichungen auf die genannte Weise aus einander hervor- 
gehen, so genügen stets der durch Differentiation entstandenen Differential- 
Gleichung sämmtliche particuläre Integrale der ursprünglichen Differential- 
Oleichung. 
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Für n = 2 ergibt sich aus (4) der Werth z = a;, und es ist identisch 
x(j,'" -xy' -2y) =± {xj/^ -f^ - x^y) 

es ist demnach das Int^nde der Gleichung 

y'" = xy' + 2y (7) 

folgendes : 

xy' — y— x^y = C 

unter C eine willkürliche Constante verstanden, oder was auf dasselbe hinaus- 
kömmt, die zwei linearen Differential-Gleichungen: 

r = ^y + 2y (7) 

und 

xy"-y'-x^y = (8) 

haben zwei particuläre Integrale gemein, denn man kann sich denken, die 
Gleichung (7) sei entstanden durch Differenziren der Gleichung (8). 

Für n == 3 liefert die Gleichung (4) den Werth z = a;^ es ist daher 
x^iy" -xy' -%y)=:^[x''f -2xy ^{2-x^)y] 

Da diese Gleichung identisch stattfindet, so folgt aus ihr, dass die Gleichung: 

y" -xy'-^y = (9) 

das Integrale 

x^y"-2xy' + {2^x^y = C 
habe, oder mit anderen Worten, die zwei Differential-Gleichungen: 

r = «^y+3y (9) 

und 

x^y" — 2xy + (2 - «») y = (10) 

haben zwei particuläre Integrale gemein. 

Für n = 4ist« = aj' — 2 und man hat : 

{7? -2)(y'"-^xf/-4y) = A [ (ar» - 2) y" ~ 3x^y' i- (ßx - a^) y] 

somit hat die Gleichung 

y " = xy + 4y (11) 

das Integrale 

(x" - 2) y" — 3x^y + {8x ^ x^) y = C 

oder mit anderen Worten, die zwei Differential-Gleichungen 

f' = xy + 4y (11) 

und 

(aj3 _ 2) y- _ 3a;«y' + (8aj - aj*) y = (12) 

haben zwei particuläre Integrale gemein. 

Auf gleiche Weise findet man für n = 5 

2j = so* — 8aj 
und es ist: 

(aj^«8x)(y'''-«/-5y) = 3|-[(»*~8aj)/ + (8-4aj»)y' + (20aj«-ar*^ 


somit finden folgende zwei Oleichnngen 

y" = xy'+by (13) 

und 

(iB* — %x) y" + (8 — 4.7?)y' 4- (20aj« — a?)y=C 

zu gleicher Zeit statt, oder die beiden Qleichungen 

y'" -= ^y' + 5y (13) 

und 

(a?* — 8aj) y" + (8 — 4aj») y' + (20«« — aj») y = (14) 

haben zwei particuläre lategrale gemein u. s. w. 

§. 3. 
Betrachten wir vorerst die beiden Gleichungen: 

y " = ^y+y (5) 

und 

y ' — xy=C 
Der Gleichung (5) genügt : 

(» 

j, = J«""^(c,e^-*+C;e^-'+C3<^"')rfu (15) 



es muss daher derselbe Werth von y auch der Gleichung y" — ajy = C ge- 
nügen. Nun ist 


y 


y — ajy = 



führt man im zweiten Theile dieser Gleichung die Integration durch, so 
erhält man: 

und wenn man in demselben für u die beiden Grenzwerthe und co ein- 
führt, so erhält man: 

Der in (15) aufgestellte Werth von y genügt daher der Gleichung 

y '-xy = C 

wenn zwischen den drei in (15) vorkommenden willkürlichen Gonstanten Cp 
C,, C, die Gleichung 

Aufgestellt wird, und derselbe Werth von y genügt der Gleichung 

y"-ajy = (6) 


wenn zwischen den drei in (15) vorkommenden willkürlichen Constanten Q, 
(7„ C^ die Gleichung 

stattfindet. 

§. 4. 
Nehmen wir nun die zwei Gleichungen: 

y'" = xy +2y (7) 

und 

vor. Die erste von ihnen, nämlich die Gleichung (7) hat das Integrale: 


rv> 


y = J«e »(c,e'^-*+C.«'^"-f C3«^"')d« (16) 



Dieses y muss daher auch der Gleichung xy' — y — x^y = C genügen. 
Nirnr ist : 


rv 


i—y — x^y = Je *' [c; (/tjw^aj - ^ w' - w«')e'** 




+ C^ii^^yx — ii^u^ — ux^e^'^'^du (17) 

Das rechts vom Gleichheitszeichen stehende Integrale lässt sich ermitteln, 
aber es ist nicht gar leicht, dieses zu finden. Ich habe folgenden Weg aus- 
gedacht, um zu dem Integrale zu gelangen: 

Ich gehe aus von der Gleichung (3)^ in welcher ich n =: 2 setze, und 
erhalte dadurch 

Multiplicirt man diese Gleichung mit dem integrirenden Factor x^ so 
erhält man: 

und diese Gleichung lässt sich so schreiben: 
hieraus folgt: 


d(,y"-y'_a,.y) = _a.{«.r^'[cy"'+ Ci«^- + (7,«»^"»]^ ^ dx 
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Integrirt man nun beiderseits nach x, so erhiUt man, da 

j \tiu gi*u^; 

ist, 


xy —y — x^y 


= eo 


I Q ^^» (_^ LJV\\ 

und diess lässt sich auch so schreiben: 

xj/'-y-x^y = - (18) 


-\e ' [c,i^'''((i]ux^i,,)+C,^''%iilux--ii,)+C,^^^^ 

Vergleicht man diese Gleichung mit der in (17) stehenden, so sieht man 
augenblicklich, dass 


i 


e ([i^u^x — fttt' — ux') du = — e (ji^ux — fi) 


ist. Führt man nun im zweiten Theile der Gleichung (18) die Grenzen und 
cx) ein, so erhält man: 

xy" — y' — aj^y = — Gl ^1 — Cjfi^ — Cifi» 
es leistet daher der in (16) stehende Werth von y der Gleichung 

xy — y — x^y = C 

Genüge, wenn zwischen den drei willkürlichen in (16) vorkommenden Gon- 
stanten C^, (7,, C^ die Beziehung 

Cif*i + Qftt + ^3f*3 = — C 
aufgestellt wird; und derselbe Werth von y genügt der Gleichung 

xy"-y'^x^y = (8) 

wenn zwischen den drei in (16) vorkommenden willkürlichen Gonstanten C,, 
Cs, C^ die Gleichung 

stattfindet. 

§. 5. 

Ich komme nun zu den zwei Gleichungen: 

y"' = xy' + ^y (9) 

und 

7^y" — 2xy +{2 — a^)y = C 

Der ersten von ihnen, nämlich der Gleichung (9) wird genügt durch fol- 
genden Werth von y 


00 


y=juU » (Ci6'^"+ Ci«^"'+ C,/"")du 


(19) 


was wir ktirz so schreiben wollen: 


CO 


y 


r = S /• , 

= Sa L««"^"*" 

r = l J 


— T + Il «* 

au 


Dieses y muss auch der Gleichung sc'y" — 2a?2/' + (2 — x^) y 
nügen. Nun ist: 

x'y" - 2xy' + (2 - a:*) y = 


= Cge- 


CO 




— T + M ••* 


[/tr'w*«» - 2fArW^« + (2 - «») tt'] dw 


(20) 


Das rechts vom Gleichheitszeichen Stehende lässt sich integriren, und 
um das Integrale zu finden, schlage ich den inoi vorigen Paragraph betretenen 
Weg ein. 

Es ist nämlich vermöge der Gleichung (3) 


y ^ xy — öy = — 


r = 3 


3 3 


SU u, 
Cre" 


r = l 


W = CO 


« = 


Multiplicirt man beiderseits mit dem integrirenden Factor x\ so erhält man: 
hieraus folgt: 


tt = oo 


» = 


= -We ' S Crjx^e 


I« = CO 


x'y" -2xy'-\-i2- a>») y 
Nun ist 

folglich hat man: 

a>«y" - 2«y' + (2 - x^ y = 

e ' fCie^"* (fi,\u'x* - 2(t,uaj + 2) + 
+ q,e^"' (^Jtt«»« - 2ft,«.r + 2) + 


U «OB 

« - ' dxi 


« = 


+ 0,6^"' (fijtt««« - 2fL,UX + 2) 


i-. 


(21) 
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/ 


Aus dem Vergleiche der beiden Oleichnngen (20) und (21) ergibt sich: 


^- 3- + M-*^^^^^^^ — 2fitt»a? + (2 — x'^u^du = 


= — e~ •" ""' (^»u*«* — 2ftux + 2) 


Ans der Gleichung (21) folgt non 

x*y" - 2xj^ + (2 - «^ j, = 2 (C, + C, + Q) 
somit muss C,, C^, C, so gewählt werden, auf dass 

2 (c, + q, + c.) = e 

werde. 

Es leistet daher der in (19) stehende Werth von y der Gleichung 

Genüge y wenn zwischen den drei willkürlichen in (19) vorkommenden Con- 
stauten (7|, C,, Q die Beziehung 

^1 "f" C|, + C3 = -g- 

aufgestellt wird, und derselbe Werth von y genügt der Gleichung 

x^y' — 2xy + (2 — x^y = (10) 

wenn zwischen den drei in (19) vorkommenden willkürlichen üonstanten C^, 
(7s, C^ die Gleichung 

stattfindet. 

§. 6. 

Die beiden Differential-Gleichungen 

y'" = xy' + 4y (11) 

und 

(«» — 2) / — 3a:»y + (8» - «*) y = C 

haben wieder einerlei Integrale. 

Das Integrale der Gleichung (11) lautet: 


^ 




(22) 



denn es ist, vermöge der Formel (3) 

Multiplicirt man diese Gleichung mit dem integrirenden Factor a^ — 2, 
so erhält man 


d_ 
dx 


[(«» - 2) y" - %x^y' + (8« - a!*) y] = 

= _ (a.»_2){«*e~^[c,e^"*+ q,«^"+ C-je"^"]} 


J' 


= — ^« 
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Integrirt man beiderseits nach x, und beachtet man, dass 

(X» - 2) e'-« dx = /*' ('^^^ - ^-, + -^»- 4-f) 

ist, so erhält man anter Berficksichtigang der Gleichung (i* = 1 folgende 
Gleichung 

(a^ - 2) y"- 3«*y + (8» - ««) y = 

Ir ' [Cie^"'(fijtt»(x»- 2) - 3ft,tt*a!«+ 6«« — 6;»!) + 
+ r,/'"'(ft:tt»(a!»-2) — 3ft,tt«x« + 6tta! — 6(t;) + 

und fahrt man nun im zweiten Theile dieser Gleichung die Grenzen und co 
ein, so erhält man: 

(a^- 2)/ - 3arV + i^x - x^)y = - 6 (C^ftJ + C^il\ + C3K) 

somit wird die Gleichung 

{7? — 2) y" — 3aj«y' + (8cc — »*) y = C 

befriedigt durch den in (22) stehenden Werth von y, wenn zwischea den drei 
willkürlichen Gonstanten (7|, (7,, C3 die Gleichung 

-6(ClK + C,ft; + C3fi:) = C 

aufgestellt wird* Derselbe Werth von y genügt auch der Gleichung 

(a^ _ 2) y" ~ 3a;«y + (8a; — a?*) y = (12) 

wenn zwischen den drei in (22) vorkommenden willkürlichen Gonstanten (7^, 
C,, C3 die Gleichung 

c;f*? + c;K + c3fi: = o 

stattfindet, und eben so findet man für die Gleichung 

(aj* - Sa?) y" + (8 - 4x«) y + (20 a;« — aj*) y = (14) 

das Integrale 


00 


«*e » (C,e^"'+ C,e^"'+ 0,«»^"')^« (23)- 



mit der Bedingung 

U. 8. f. 

§. 7. 

Ich habe Seite 15 meiner neuen Studien über die Integration linearer 
Differential-Gleichungen gefunden, dass der Differential - Gleichung 

y " = ajy + ny (1) 

im Falle n eine reelle, ganze positive Zahl ist, auch genügt wird, durch 


10 

unter z das vollstftndige Integrale der Gleichung 

z" = xz (6) 

verstanden, mit anderen Worten, ich fand für die Gleichung (1) im Falle n 
eine reelle ganze positive Zahl ist 

y=^Z!_[^J,«"^'(l_„^-«d„+5Je*"'^'(l_„^-*d«] (24) 

Aber dieses Integrale hat blos zwei willkürliche Gonstante, nämlich A 
und B, folglich kann es nur das vollständige Integrale einer linearen Diffe- 
rential-Gleichung zweiter Ordnung sein ; ich will nun diese lineare Differential- 
Gleichung zweiter Ordnung suchen. 

§. 8. 
Für n = 1 geht die Gleichung (24) über in 


+ 1 +1 

y 




— 1 —1 

und die lineare Differential-Gleichung, welche dieses Integrale hat^ lautet: 

y ' — xy = (6) 

(siehe Seite 94 meiner Vorlesungen über lineare Differential - Gleichungen) . 
Für n = 2 geht die Gleichung (24) über in 

y=-ji[^y^"''^^0'-'^'T^du + Bxy^^^^ (25) 

— 1 -1 

Bezeichnet man den unter der eckigen Klammer stehenden Ausdruck 
mit Zy so genügt derselbe der Differential - Gleichung 

z" = xz (6) 

Da nun vermöge der Gleichung (25) 

y = z 

ist, so erhält man jene lineare Differential - Gleichung , welcher durch den in 

(25) stehenden Werth von y genügt wird , wenn man aus den beiden Diffe' 

r ential - Gleichungen 

2" = xz (6) 

y =z 

das z eliminirt. Nun erhält man aus den zwei letzten Gleichungen snccessive 
folgende Gleichungen: 

y =: XZ 
y" = xz' 4" ^ 
y" =xy + Z 

xy" = x^y + xz 
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and die lelite dieser Oleiohungen, nämlich 

^y" -y-x^y = (8) 

hat somit folgendes Integrale 

y^^ [4je-**^''(l - t*«)-*du + iJajJe-"*^' (1 — tt«)-*dw] (25) 

woselbst A und B willkärliche Gonstante bezeichnen. 

§. 9. 
Für n = 3 geht die Gleichung (24) über in 


+ 1 +1 

y 


= ^ [a Je^«*^* (1 - uT*du + 5ajje*"*^* (1 - ti^" » du] (26) 

Es ist somit 

woselbst 

z ' = ajz (6) 

ist Eliminirt man daher aus diesen zwei Gleichungen das z, so erhält mau 
jene lineare Differential - Gleichung zweiter Ordnung, der genügt wird durch 
das in (26) stehende Int^rale. 

Nun folgen aus den beiden Gleichungen 

y = 2?" 

2J" = xz (6) 

successive folgende Gleichungen: 

y ^= xz 
y = xz' + 2 
xy = x*z -f- (ßz 
xy = x^z -\- y 

X ' x* 

Differenzirt man diese Gleichung, und schreibt man gleichzeitig fOr z" 
seinen Werth y^ so erhält man 

Dies von Brüchen befreiet und geordnet, liefert die Gleichung 

a?V' — 2aj» +{2 — x')y = (10) 

und dieser genügt der in (26) stehende Werth von y. 

§. lO 
Für n = 4 lautet die Gleichung (24) 

y= ■^[^P"^*^! - 0-*du + 5arJ/«*^^'(l - t.V*du] (27) 
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und die lineare Differential-GleichuDg zweiter Ordnung, die durch den in (27) 
stehenden Werth von y genügt wird , ergibt sich durch Elimination von z aus 
nachstehenden zwei Gleichungen: 

y =z 

z" = xz (6) 

Aus diesen zwei Gleichungen folgen successive: 

y = xz + » * 

y = XZ -t ZZ 

y' = x^Z + 2/ * 

/ = aj«z' + 2xz + 2z' 
y' = x^z + 4a?2 * 

Eliminirt man aus den drei mit einem Sterne bezeichneten Gleichungen, 
nämlich aus 

y ■z=z xz' -f" 2 

y = a?*z -|- 225' 
y" := x^z + ^xz 

das 2; und z , so kömmt man zu nachstehender Gleichung 

{x^ - 2) y' — 3x^y + (8a: — x*)y = (12) 

und diese ist die gesuchte, deren vollständiges Integrale in (27) gegeben ist. 

§. 11. 
EUiminirt man auf gleiche Weise aus den beiden Gleichungen 

y =z 

z = xz 
das z, 80 erhält man successive nachstehende Gleichungen: 

y =xz' + 2z 

y = x'^Z -|- 2z * 

y' = x^Z + 2xz + 2z 

y ^ x^z' -\- 4XZ * 

y" =r*«z" + 2xz + 4ajs' + 4z 
y' = x^z + 6xz -{-Az * 

Aus den drei mit eineir Sterne bezeichneten Gleichungen , nämlich aas 

y-:=x^z + 2z 
y' = x^z' + 4a?2 
/= {a^ + 4)z + 6xz 

ergibt sich durch EUimination von z und z die Gleichung 

(x* - SxYy" + (8 - 4jc') y' + (20«« - aj*) y = (14) 

und ihr genügt daher 

y=^ r A*-V^* (1 - u«)"* du + £a:p^*^* (1 - t.«)- i d«] 
unter A und jB, so wie früher, stets willkürliche Constante verstanden. 
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§. 12. 

Wir nehmen nun die Gleichung 

/ — ary = (6) 

nochmals vor, und fähren in dieselbe f&r x eine nene Variable ( ein, mittelst 
der Substitution: 


Da nua 


ist, 80 erhält man 




^^ + *S-^y=o (28) 

Da der Gleichmig (6) genügt wird durch 


CO 




/*~* + Ci^"' + ^6^^*) du (16) 


falls zwischen den drei willkflrlichen Gonstanten die Gleichung 
stattfindet, oder auch durch 

unter A und £ willkürliche Constante verstanden, so wird der Gleichung 


genügt, sowohl durch 


ijf-i-i^-iy^O (28) 


o» 




wobei 

ist, als auch durch 

y = ^J e*"^S (1 — u»)~* du + B l/$J e*"^S (1 - w«)"* du 
wobei ebenfalls A und £ willkürliche Constante bedeuten. 

§. 13- 

Differenzirt man die Gleichung (28) nmal nach S, unter n Null oder 
eine reelle ganze positive Zahl verstanden, so erhält man 

« ^fr+^ + (^ + t) j^r+T - 1 7^ - ^ 
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Setzt man non 




SO gelangt man zu der Gleichung 


und dieser Gleichung wird genügt, sowohl durch 



falls f4 , fi, , ^ die drei dritten Wurzeln der Einheit bedeuten und zwischen 
den willkürlichen Constanten C^, C^, C^ die Bedingung 

festgestellt wird , als auch durch nachstehenden Werth von z 
in welchen A und B willkürliche Gonstante bedeuten. 


§. 14. 

Die Gleichung 

xf ^y'^x^y = Q (8) 

hat, wie wir im §. 4 gefunden haben, das Integrale 


<\) 


(16) 


ue ' (C,e'^-*+ Cie'^"''+ Cae'""*)^« 



zwischen den drei willkürlichen Constanten Ci, Cj, C^ findet die Bedingung 

statt, ferner genügt der Gleichung (8), wie man aus §. 8 ersieht, folgender 

Ausdruck 

+ 1 +1 

y = -sk [^J «*"*^* (1 - O"* dt. + BaJ fe^"*^'" (1 - t*»r*citi] (26) 
-1 -1 

wobei A und B willkürliche Constante bedeuten. 
Setzt man nun in (8) ebenfalls 

so kömmt man zu der Gleichung 

S5^+^l?-^y = (29) 
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ihr genü^ daher 




ue~'(C, /•"*'■« + C,e^«-^« + C,e^"^«) du 



wenn 

gesetzt wird, femer genügt ihr auch 

hiebei anter Ä und B willkürliche Constante verstanden. 

Differenzirt man die Gleichung (29) nmal nach $, unter n die Zahl Null 
oder eine reelle ganze positive Zahl verstanden, so erhält man 



'är 

+ 2 ^ ^" 

r t; 

dr+» 

— s 

dl" 

Setzt man 



d"y 
dl" 

■ = z 



so kömmt man 

ZU der 

Gleichung 







5 di. + (« 

+ T^ dl 

■iz 

= 

deren Integrale 

daher 







CO 




ist, vorausgesetzt, dass zwischen den drei willkürlichen Constanten (7|, C,, Q 
die Gleichung 

stattfindet, ihr genügt auch 

=^[{Ä[4f'"<'-"i''''"+*"'|f""<'-«'>"*''4=f.] 

falls A und B willkürliche Constante bedeuten. 

§. 15. 
Für die Gleichung 

x^y" —2xy + (2'-'X^y = (10) 

Iiaben wir im §. 5 gefunden 


z 


c« 


M«6 " (C, e'""* + C,e^"* + C,«^«*) d« (19) 
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mit der Bedingnngsgleichung 

Ferner fanden wir im §. 9 

-l -1 

wobei Ä und JS willkürliche Gonstante bedeuten. 

Führt man in die Gleichung (10) für x eine neue Variable | ein, mit- 
telst der Substitution 

so kömmt man zu der Oleichung 
und dieser wird genügt sowohl durch 


CO 


y=ju^e ' (c;e^^^S+ Ci6^**^S+ C3Ö^-^^0dM 


wenn 

angenommen wird, als auch durch 

— 1 — 1 

unter A und B willkürliche Gonstante verstanden. 

§. 16. 

Auf gleiche Weise erhält man aus der Oleichung 

{a^ — 2) / - Sx^y' + {Sx — x^)y = (12) 

wenn man 

«' = 6 
setzt, die Gleichung 

|($-2)^-i(4 + |)|| + i(8-|)y = 
und derselben genügt erstens: 

y = J «»e"^ (C, e^'"^« + C.«'^"'^« + C3«^"<^s) d« 



vorausgesetzt, dass 
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ist, zweitens genügt derselben Gleichung auch folgender Werth von y 

vorausgesetzt, dass A und B willkürliche Constante bedeuten. 
Man könnte auch in die Gleichung (12) 

a? = 2% 
setzen, alsdann gelangt man zu der etwas einfacheren Gleichung 

5(|-l)g-4($ + 2)g + i(4-5)y = (30) 

und dieser genügt: erstens der Werth 


CO 


y = J«»e » (c.e'""^'« + q,«^*^*S ^ C^^*^h) du (31) 

0. 

wieder unter der Voraussetzung 

zweitens genügt der Gleichung (30) der Werth 

— 1 —1 

il und B bedeuten in derselben willkürliche Constante. 

§. 17. 

Ebenso kömmt man von der Gleichung 

(»* — 8a?) y' + (8 — 4»«) y + (20aj«— a?*) y = (14) 

wenn man in selbe für x eine neue Variable | einführt mittelst der Sub- 
stitution 

^ folgender Gleichung: 

6(6-8)g-|(6 + 4)|| + i(20-S)2, = 
^d ihr genügt erstens der Werth 


CO 




vorausgesetzt, dass zwischen C^, (7, , Q die Gleichung 

stattfindet, zweitens genügt derselben auch 

+ 1 +1 

— 1 —1 

^obei A und B willkürliche Constante bedeuten. 

Spitzer, Nene Studien. S. Fortsetznot^ 2 
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Wfirde man in der Gleichung (14) 

aj» = 8$ 
setzen, so gelangt man zu der etwas einfacheren Gleichung 

6(|-l)3^--Kl + 2öJ|-f |(5-2|)y = (32) 

Ihr genügt somit 


CO 


y = juU ' (c;6*'*»~^S+ C^e'^-^^ i- Cj^""^^) du (33) 



vorausgesetzt, dass 
ist, als auch 

-1 —1 

unter Ä und B willkürliche Constante verstanden. 


§. 18. 
Die Gleichung 

x{x-l)y''^i(x+2)y' + i{4^x)y = (30) 

zu welcher wir im §. 16 gelangteo^ hat das Integrale 


CO 


=juu' ' (c;«'**-^'"+ c,e^''^*"+ c;6^"^'')dw 


(31) 


y 



wobei fifi f<fi» f^a die drei dritten Wurzeln der Einheit bedeuten und (7|, (7,, C^ 
der Oleichung 

genügen. Dieses Integrale lässt sich leicht in unendliche Beihen entwickeln. 
Es ist nämlich y = 


oo 







C;J„3r"^{l + ,,«1/2^ + ^ii^' + ^V^' + 




oo 


cj«»r^[i+^«i^2x+?^ii^'+?-«^^^ 




Setzt man 

c, + a + c^ = K, 
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und bemerkt man hiezn, dass 
ist, so erhalt man: 


CO 











Nnn ist: 


oo 
— » „a — 1 


r(a)=fe-*aj'*~'daj a>0 



setzt man in diese Gleichung 
so erhält man 


r{^^)=ie-^^u-äu = A, 


und folglich ist: 

y=.ie; [^ +|f 4. + *^ii, + ^'4„ + ... ] + 

oder anders geschrieben: 

BenQtzt man nun die Formel 
r{A + n) = A{A-\'V){A + 2)...{A + n — 1) r{A\ A>0 
und lässt man in dem ersten particnlären Integrale den allen Gliedern gemein- 
schaftlichen Constanten Factor 3* r{\) and in dem zweiten particulären Inte- 
grale den allen Gliedern desselben gemeinschaftlichen constanten Factor 

1.3* r (1)1/^2 weg, so erhält man: 

» = Z, [1 + 1.4. -^ + 1.4. 7. ^'+1.4. 7.10.^'+...] + 

+ ^V^aj[2 + 2.5.^+2.5.8.^'+.2.5.8.11.g-;+.,.] 

als Integrale der vorgelegten Differential - Gleichung (30) , f^ , ^ sind will- 
tarliche Constante. Beide Beihen sind f^r jeden Werth von x convergent. 


2* 
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§. 19. 
Die Gleichung 

x{x-l) y" _ 1(1 + 2«) y' + I (5 - 2a;) y = (32) 

zu welcher wir im §. 17 gelangten, hat das Integrale 

2, =J «*«" ' (c, e*'^'^' + q,«*"^"^' + C,e"^«H du (33) 



In demselben bedeuten wieder ft|, fc,, fi^ die drei dritten Warzeln der 
Einheit, und Ci, C^, G, genügen der Gleichung 

Nun lässt sich der Ausdruck (33) gleichfalls in unendliche Reihen ent- 
wickelu. Es ist nämlich: 


(M 






cc 


^C,juU^^[l + 2^uVrx^±B^ + l<^^^^„^du^ 




09 






Setzt man hierein 

^i + ^2 4- Q = -Kj 

und bemerkt man, dass 
ist, so erhält man 


<\) 


"^ L^ + "3!- + -6?— + 9! +. . . J du + 





^^ L2! + -^ + -8T- + -n!— +---J^^ 



Behält man die im vorhergehenden Paragraph angenommene Bezeichnung 
bei, und verfährt man genau so, wie im vorhergehenden Paragraphe verfahren 
wurde, so erhält man: 

4- 4 AT, I/o?« [-gf + -51" ^» + "sT "*« + Til" ^15 + • • • J 
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oder anders geschrieben y = 

^ [3*r(|) + *f . 3* r (I) + ?^\ 3* r (V) + ^' . s^ r(v) +..] + 
Ä.l^««[l .3*r(i) + |f.3ir(v)+^'.3"'r(y) + ^'.3''r(v) + ..] 

hieraas folgt weiter: 

» = Ä, [2 + 2.5. |f + 2. 5. 8.^*4- 2. 5. 8.11.^*+...] + 

+ ä;^]^«« [S . ^4- 3.7 . If +3.7.10. ^' + 3.7 .10.13.^ + . . .] 

als Integrale der Differential-Gleichung (32). Die beiden Beihen sind fQr jeden 
Werth von x convergent. f, und £, bezeichnen willkürliche Constante. 

§. 20. 

Wir sind auf Seite 123 unserer neuen Studien, sowie in den letzten Para- 
graphen dieser hier vorliegenden Arbeit zn Differential - Gleichungen der Form 

(m-h a?) (« + X) y" + [ß („ + aj) -f B, (m + x)] y' + 

+ [4 (n + x) + A, (m 4- Jc)] y = (34) 

gelangt, und haben in Specialfällen die vollständigen Integrale solcher Glei- 
chungen aufzustellen vermocht. Vor Allem wollen wir bemerken, dass die 
Gleichung (34) sich vereinfacht, wenn man in selbe für x eine neue Variable $ 
einführt mittelst der Substitution 

aj = (in — n) I — m 

denn man erhält dann die Gleichung 

welche auch folgende Schreibweise gestattet 

S(S- 1) g^ + K +6.S)^ + K + b^l)y = o (35) 

und in dieser Form zunächst zeigt, dass sie die Differential - Gleichung der 
bypergeometrischen Beihe als Specialfall in sich fasst. 

Seite 123 unserer so eben erwähnten neuen Studien kamen wir auf die 
Gleichung: 

?(ß« -4^1© ^ + [2^6 + (5 + 1) (£» _ 4,4S)]|| + 

+ ^ [4il5 + (B + 1) (5« - 4ilfi)] y = 
die nachstehendes Integrale hat : y = 

Setzt man in diesen beiden Gleichungen : 

t ^ 
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80 gelangt man zn folgender Gleichung 

x{x-l)f + [-ix+(B + l)(x-l)']y+^[-x+iB + l)(x-l)jy = 
der genfigt wird durch 

und setzt man schliesslich behufs weiterer Vereinfachung in die beiden letzten 
Gleichungen 

1 -aj = g 

so kömmt man zu der Gleichung: 

die somit nachstehendes Integrale hat: 

In air den angefahrten Gleichungen dieses Paragraphen sind C^ und C, 
willkürliche Gonstante. 

Wir wollen nun weitere Specialfälle der Gleichung (35) aufsuchen, und 
wenn es uns gelingt, auch integriren. 

§. 21. 

Auf ganz gleiche Weise, wie wir aus Gleichungen der Form (1) zu 
Gleichungen anderer Form gelangten, wollen wir nun mit Gleichungen der Form 

f = X {xy' + ny) (36) 

vorgehen. Das Integrale der Gleichung (36) ist, wie ich auf Seite 76 der 
ersten Fortsetzung meiner Studien über die Integration linearer Differential- 
Gleichungen lehrte, für positive Werthe von n folgendes: 

2,=J Ju"-^ ^(c,«"'"" + Qfl^"" + C,/'"" + Cy*"")dttdi; (37) 



In diesem Integrale bedeuten f^i» f^s» fhi> f^4 ^^ ^^^^ vierten Wurzeln der 
Einheit, und Cj, Cj, Q, C^ willkürliche Gonstante, zwischen welchen fol- 
gende Bedingung stattfindet: 

§. 22. 

Untersuchen wir nun, ob sich nicht auch die Gleichung (36) im Falle n 
eine reelle ganze positive Zahl ist, auf die Integration einer linearen Differential- 
Gleichung zweiter Ordnung zurückführen lässt. Zu dem Zwecke multipliciren 
wir die Gleichung (36) mit dem integrirenden Factor z und setzen: 


z 


(y'" — «'y — nxy) = j^ [z (y" + Ly + My)^ 


23 

Wir erhalten sodann zur Bestimmung von z folgende lineare Differential- 
Gleichung: 

2'" = a? [ääT — (n — 2) z] (38) 

(siehe Seite 93 der ersten Fortsetzung meiner neuen Studien) und hat man 
aas dieser Gleichung das z gefunden, so setze man 

z 

L und M ergeben sich sodann aus folgenden Gleichungen: 

L = X^ — N 

in welchen X^ und X^ f&r den vorliegenden Fall nachstehende Bedeutung haben : 

-X,=0 -X, = — «• 

und dadurch übergehen in: 

L = -N 

Auf Seite 91 der ersten Fortsetzung meiner Studien über die Integration 
linearer Differential-Gleichungen habe ich für die Gleichung 

y'" = Aaf^ [xy'-iiim + 3) y] (39) 

das Integrale gegeben: 


(ill+l)(ill-f-2) ' 2! (TO+l)(TO + 2) . (21» -f-4)(2w + 6) 

^' ftCft- l)(ft-2)a? , .^. 

ä|! (m -f- 1) (w 4. 2) . (2« + 4) (2 m-l- 6) . {Sm + 7) (81» + 8) "*" ^^^^ 

Es ist sonach das Integrale der Gleichung (38) leicht aufzustellen. Setzt 
man nämlich in die Gleichung (39) 

A= 1, m = 1, ^ = — ^— 

so erhält man 

_ , _ n--2 «^ , (n — 2) (n — 6) ä^^ _ (n — 2) (n — 6)(n — 10) x^ , 
^ 2. 3' 4"" 212. 3. 6. 7 '4» 8!2. 3. 6. 7.10.11 •4»*"""* 

und diese Beihe bricht ab für 

n = 2, 6, 10, 14, 18, ... . 

Es lässt sich somit die Gleichung (36) stets auf eine Differential -Gleichung 
zweiter Ordnung zurückführen, wenn 

n = 2, 6, 10, 14, 18.... 

ist. 

§. 23. 

Betrachten wir vorerst die Gleichung 

y'" = X (xy' + 2y) (41) 

Ar welche n =: 2 und somit s = 1 ist 
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Die Gleichung (41) gestattet in diesem Falle folgende Schreibweise: 

und somit ist das Integrale der Gleichung (41) 

y" — x^y = C 

woselbst C eine willkürliche Gonstante bedeutet. 
Gehen wir nun zu der Gleichung 

y- = x{xf/ + Gy) (42) 

Ubert Ihr integrirender Factor ist:. 

oder auch 

J5 = JC* — 6 

Denmach hat man die Identität 

(a:* - 6) (r - x^y' — Bxy) = ^ [(x* - 6) y" — 4««y' + (18a:« -«*) y] 

und folglich ist das Integrale der Gleichung (42) 

(a;* __ 6) y" — 4aj»y + (18aj« — x^) y = C 

woselbst C gleichfalls eine willkürliche Gonstante bedeutet. 

Für die Gleichung 

y'" = x ixy' + lOy) (43) 

ergibt sich als integrirender Factor 

- 5l _L ^*_ 

^ 3 ' 262 

oder anch 

2j = a;« — 84x* + 252 
somit ist identisch 

(«« — 84aj* + 252) (y'" — x^y — 10 xy) = 

= ^ r (aj8_84a:*+ 252) y" +8 (42af» — x^ y — (x^«— 140«* + 1260a:«) y] 

und das Integrale der Gleichung (43) ist: 

(x« — 84a?* + 252) y ' + 8 (42a;'» — x') y — (x**» — 140a:« + 1260x«) y = C 

unter C eine willkürliche Gonstante verstanden u. s. f. 

§. 24. 
Die Gleichung 

y'- = a:(a:y' + 2y) (41) 

hat das Integrale: 

OO CO 

y=j jue ~ icih*" + C^e<^*" + C^if^"*' -[■ Cy""") dudv 
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f^i* f^t /i^a' f^4 bedeuten in demselben die vier 4^"" Wurzeln der Einheit und 
zwischen den vier willkürlichen Constanten findet die Beziehung statt: 

Die Gleichung 

y —7?y (44) 

hat genau dasselbe Integrale , f£| , fc, , fi^ , ft« haben dieselbe Bedeutung , nur 
finden zwischen den vier willkürlichen Consünten (7,, C,, C,, C^ die zwei 
Beziehungen statt: 

und 

(siehe Seite 44 meiner ^Neuen Studien^). 

Ich fand ferner für die Gleichung (41) auf Seite 48 meiner „Neuen 

Studien** 

— 1 

X« 


y^A 


J 



1 

e au 

1/(1 — f*V 


+ 5 


6 au 


+ 1 

« du 


+ Cx 


(45) 


— 1 


anter A^ B^ C willkürliche Constanten verstanden, und füif die Gleichung 


y =^y 
fand ich gleichfalls auf Seite 44 meiner „Neuen Studien' 




y = ^ 




du 


J 
- 1 


K (1 - 1*')' J 


«« 


du 


-1 


Vr 


u^ 


QDter ^1 und £, willkürliche Gonstanten verstanden. 


(44) 


§. 26. 
Ich will nun noch weitere Betrachtungen an die Gleichung 

knüpfen. Setzt man in diese Gleichung 
so erhält man, da 




d'3/ 


ist, statt der Gleichung (44) folgende Gleichung: 


(44) 


(46) 


2G 


Ihr genügt somit: 


OO CO 


y 




falls /^i> fi«, ft3, /i^ die vier 4^ Wurzeln der Einheit sind, und zwischen 
C|, Cqj C^f C4 die zwei Bedingungen stattfinden: 

Kc; + ft:Q + ftjC3+fi:c4 = o 

ihr genügt ferner der Werth 


+ 1 


y = Ä 



e du 


. + 51/5 

— 1 —1 


+ » 

e du 


l/T-tt' 


unter A und J3 willkürliche Gonstante verstanden. 

Differenzirt man die Gleichung (46) n-mal nach £, unter n eine ganze 
positive Zahl verstanden, und setzt man sodann 


so erhält man die Oleiehung 


d y 
dC 


und das Integrale dieser Gleichung ist erstens: 

CO CO 


(47) 







wo wieder zwischen den vier willkürlichen Constanten Ci, Cj, CJ,, C^ die im 
Anfange dieses Paragraphes aufgeschriebenen zwei Bedingungen stattfinden; es 
ist zweitens das Integrale derselben Gleichung (47) 

+ 1 


z = 


^fi J 


+1 

e du 


''^Vi 


— 1 


1/(1 — u'^Y 


+ i5lVs 


2 


du 


J 
— 1 


l/l - t*\ 


^ und £ bedeuten hier so wie oben, willkürliche Gonstante. 


Die Gleichung 


hat das Integrale 


§. 26. 

y'" = aj(ajy + 6y) 


00 oa 


Q 


«••+»< 


(42) 


»e * 


(c;e^*"-{- C,e^"'*+ C,e'^*'*+ Cie^*")d«d« (48) 
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wo wieder zwischen den vier willkürlichen Constanten (7p C^, C3, C^ die Be- 
dingnngsgleichnng 

j*?c; + ^j(7, + f*JCi + ^jc, = o 

stattfindet. 

Die Gleichung 

(ä* - 6) / - 4a?»y + (ISo?« - »•) y = (49) 

auf welche wir im §. 23 kamen, hat dasselbe Integrale. 

Da aber diese Gleichung f Qr a; = auf y = führt, und 

CO 00 


ist, so muss auch 

sein. Es genfigt somit der Gleichung (49), welche von der zweiten^Ordnung 
ist, der in (48) stehende Werth von y, falls nur zwischen den vier willkür- 
lichen Constanten C^, C,, C^, C^ die zwei Bedingungsgleichungen 

stattfinden. 

Setzt man in (49) 

so kömmt man zu der Gleichung 

6(5- 6)g-i(g+ 18)^-^(6-18)^ = (50) 

deren Integrale somit 

CO oo 
r /• «* + V* / \ 4 4 4 \ 

y=l jM*e \Cje +(736 +C8« +W« /dudv 

u 

ist, mit den oben angegebenen zwei Bedingungs-Gleichungen zwischen den vier 
willkürlichen Constanten. 

§. 27. 

Das eben aufgestellte Integrale lässt sich leicht in unendliche Reihen 
entwickeln. Es ist nämlich 

CO 99 
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Setzt man nun 

CO CO 


e ^ u du = Am \e v dv =^ An 



setzt man femer: 

und bemerkt man noch hiezu, dass 

ist, so erhält man 

+ -S5|]/S 1^^1-4« + 5T -^5-^10 + 9T -^9-^14 + J^ -^13-^18 + • • • j 

Nun ist, wie aus der ersten Fortsetzung meiner „Neuen Studien^ Seite 66 su 
ersehen ist^ 


somit hat man 


^^=4Vr(^) m + l>0 


y = K, [4-* r(|)r(|) 4- 4' r{\)r{^-i) . ^ + 4"^ ra)r(y) . g +..]+ 
+Ä,iX|[4*r(|)ra)+4'^r(|)r(V).^ + 4^r(y)r(v)|^+..] 

Lässt man in jeder Zeile die allen Gliedern gemeinschaftlichen constanten 
Factoren weg, so erhält man y = 

rrFi I 1-6| , (1.5). (6. 10)1« , (1.6. 9). (6.10. U)g« , (1.6. 9. 13). (6. 10. 14.18)1* , 1, 
^1^ + "4r + 81 + 12! + 161 +-J + 

_L r 1/J: Fl J- ^''^ -J_ (2-g)'(7.1 1)g^ , (2.6. 10) . (7.11.16)8» , 

, ( 2.6.10.14).(7.11.16.19)g* , 1 

als Integrale der Gleichung (50), ^ und JT^ bezeichnen willkürliche Gonstante. 
Die hier vorkommenden Reihen sind für jeden Werth von £ convergent 

Würde man in die Gleichung (50) für g eine neue Variable ^ einfahren 
mittelst der Substitution 

1 = 61, 
so käme man zu der Gleichung 

^Ä-l)^-i(l. +3)^-1(1, -3) y = 

welche nun auch sehr leicht zu integriren ist. 
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§. 28. 
Man kann die Gleichung 

/' = X (xy' + 6y) (42) 

noch auf andere Art integriren. Es hängt nämlich, nach einem von mir bewie- 
senen Satze das Integrale der Gleichung (42) auf einfache Art von dem Inte- 
grale der Gleichung 

2'" = X (xz + 2z) (41) 

ab, und da ich die Gleichung (41) mittelst der Formel (45) integriren lehrte, 

so wird sich auch das Integrale der Gleichung (42) in ähnlicher Art angeben 

lassen. Ist 

z=: tif (x) 

das Integrale der Gleichung 

2'" = X (xz + 2z) (41) 

so ist, wie ich Seite 102 meiner „Neuen Studien*^ bewies, das Integrale der 

Gleichung 

y'" = X ixy' + 6y) (42) 

folgendes : 


»=feK^.)'*c-)]}„. 


Entwickelt man dies, so erhält man: 

y={5w* (u»4-u«+ «+1) ^(ua)— 2tt»(«»+ u«+ M+l) .(3«»+2« +1) ^(«0?)+ 

+ u» (u' + M» + M 4- i) . xf' (ux)} _ 

und schreibt man in diese Formel t« = 1, so erhält man , wenn man durch- 
gehends den constanten Factor ^ weglässt 

y z= 2if (x) 4- »^' (x) 

hieraus folgt, dass die beiden Gleichungen 

z" =x{xz +2z) (41) 

y " = X {xy + 6y) (42) 

mittelst der Gleichung 

y =z 2z -\- XZ 

zusammenhängen. 

Da nun laut §. 24 


tl; (x) = A 
J 


1 —1 

e' du ^j^ \j_djL.J^Cx \-C-^^ (45) 


— 1 

ist, woselbst A, B, C willkürliche Constante bezeichnen, so folgt hieraus 



-1 +1 


« - r u 


1' / \ A i ue du . rt \ ue du . ^ 

if (x) = Ax I — 1- Bx I — 1- C 


|/(i-ttV J 1/(1— tt«)» J 

-1 


r «• 


8 


(1 +t4Ä*) e du 
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es ist somit 


— 1 


J V(l-.tt*)» •/ 1/(1 -f*»)» 




+1 


(51) 


—1 

das Integrale der Gleichang (42) Ä, B^ C bezeichnen willkürliche Gonstante. 


§. 29. 

Der Gleichung 

(a^ — 6) y" — 4aj»y' + (18aj« — x^y = (49) 

genügt auch der in (51) stehende Werth von y^ nur muss noch die Bedingung 
in Rechnung gebracht werden, dass für x = 0, j/' =0 wird. 

NuA ist: y = 


1 

r 


Ax 


— 1 

r 


J 






-\-Bx 


J 




8 


— v= — ^^ 

1/(1 — u«)* 


+ 1 


— 1 


und 


1 
r 


— 1 


y=A 


J 




«« 


u(4 + 7ttaj* + tt'«*) « du 


1/(1 — u')^ 


, ^ I u(4 -f 7u3g« + u»a;*)g* du 
J 1/(1 - u«)* 




+ 


s 


+ 1 

, y^ I u(16-f l0ua;' + u'rc^)e" dt# 


— 1 


i/r^Hi^ 


Da nun für o? = , y ' = sein soll, so hat man : 


— 1 


4udu 


j 1/(1 - «')» j 1/(1 - «')' 

u 


oder anders geschrieben: 


" = "/ 


1 1 

4udu I D ^ 4«du 

1/(1 - tt')» 


/4udu 


und hieraus folgt 

4 + 5 = 

Es ist denmach das Integrale der Gleichung 

(ä* - 6) y —Aa?y + (18a?«— «•) y = 
folgendes : 


(49) 


61 


— 1 


(2 + ux*)e^ du _ . I l2 + ux^e^ ( 
1/(1 ~tt*)' y 1/(1 - tt«)» 



und man kann diess kurz so schreiben: 


+ 1 

f T'^ 

_j_ ^^ (S + ux^e du 


+1 

r 


y = A 


(2 4-ua;»)g d« 


+ 1 

r 


J 
— 1 


4- Ca? 
1/(1 - !••)» ^ 


(3 + ^»^ t du 


(52) 


— 1 


1/1 -U« 


und hier bedeuten A und C willkürliche Gonstante. 


§. 30. 

FtUirt man in die Gleichung 

/' = X {xy' + 6y) 
ftr X eine neue Variable i ein mittelst der Substitution 

«• = { 
so erhUt man die Gleichung : 

ihr Integrale ist sonach 


(42) 


(63) 


— 1 


+ 1 


y 


_^ I {i + ui)e du . jg I (2+wl)« du 


+ C|/| 


, I (8 + w|)g du 


— 1 




und setzt man in die Gleichung 

(aj4 _ 6) / - 4aj»y' + (18a?* - x«) y = 
wie schon Mher geschehen 

so erhält man die Gleichung 

6(6-6)^--KH-18)^-TV(6-18)y = 
der somit genfigt wird durch 


(49) 


(60) 


+ 1 

r 


y = A 


tV^$ 


+ 1 

r 


(2 + m^g)g du . ^j^g 


J 
— 1 


1/(1 -«V 


(8-t-ul/|)c' dtt 


— 1 


VT^^^ 


woselbst A und (7 willkürliche Gonstante bedeuten. 


§.31. 

Zwischen den beiden Gleichungen: 

z" = X (xz + kz) 

r = x[xy'+(k + A)y] 
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findet eine sehr einfache Beziehung statt, es ergibt sich diese ans dem im 
§. 72 meiner neuen Studien aufgestelltön Satze. Ich habe nämlich daselbst 
gefunden, dass die zwei Differential-Gleichungen: 

z<'*> = x"^ (Axz + Bz) 
y<~^ = x^ (-4, my + 5, y) 
Integrale haben, die in folgendem analytischen Zusammenhange stehen: 


m -4-M 


woselbst a so zu wählen ist, dass w — a ein Factor von Au "^ — il, ist; 
in welchem ferner 

A^ il-4, (m + w) 

ist, und in welchem schliesslich 

das Integrale der Gleichung 

z^""^ = x"^ {Axz + Bz) 

ist. 

Für unsere beiden, am Eingange dieses Paragraphs stehenden Glei- 
chungen ist: 

n = 3, m = l, A = l, B = k, A^ = \, 5^ = fc + 4 

folglich hat man 

a = Ä+4, 6 = — 1, A = l 

somit ist 


»={f-[»*^'(5^)'*(-)}„. 


Da M — a ein Factor von m* — 1 sein soll, so wähle man a = 1, man 
hat dann 

und diess gibt entwickelt: 

y = -i- ^ (a?) — tV *(«) + iV «*'(«) 

Lässt mau hier den constanten Factor -jV weg, so erhält man: 

y = kil) (x) -f- 05^' (x) 

Die beiden Differential - Gleichungen : 

z'" = X (xz -\- kz) 

y" = X [xy + (ft + 4) y] 

haben somit Integrale, die in folgender Beziehung stehen: 

y z= kz -}- xz' 
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§. 32. 

Man kann sich sehr leicht von der Bichtigkeit des eben gefundenen 
Satzes äberzeugen, denn setzt man in 

y"' = X [xy' + (ft + 4) y] 

für y seinen Werth kz -\- xz\ so erhält man 

(Jcz + xzy = x\x {kz + xzy + (ft + 4) {kz + ««)] 

Verrichtet man die hier angezeigten Differentiationen, so erhält man 

kz" + ajz"" 4- 3z'" = x\kz' + xz' + z) + k(k+ 4) xz + {k + 4) ««Z 

oder geordnet: 

xz'"' + {k + 3) 2" = aj^z" + (2* + 5) x^z + k {k + 4) xz 
Setzt man nun im ersten Theile dieser Gleichung für z'" und z'" ihre 
Werthe, so erhält man 

x{x^z' + kxzy + {k + 3)x{xz+kz)=x^z''\'{2k+S)x*z +k{k^4:)xz 

und diese Gleichung ist in der That identisch. 

§. 33. 

Im §. 28 haben wir die Gleichung 

z"' = X {xz 4- 6z) (42) 

integrirt, und für dieselbe folgende Integrale aufgestellt: 


r !«• 

j I (2-fttrc*)g du 

J V'(l-u')» 


-1 +1 


2 


+ 5 (K±^)J ^^ ^ c* 


— 1 


2 

(3-ftta5*)c du ,^-. 


j/l-tt» 


in welchem .4, B und C willkürliche Gonstanten bezeichnen. Es ist nun auch 
sehr leicht das Integrale der Gleichung 

/' = X {xy' + lOy) (54) 

aufzustellen; es ist nämlich^ nach dem im §. 31 bewiesenen Satze 

y = 6z 4" xz 
Da nun z' = 


1 -1 +1 



2 * 


2, l,_^ 2 


1/(1— wT J 1/(1 — u')^ J j/l — 1*» 

—1 

ist, so erhält man für y folgenden Werth: 

1 -1 


-xi 
2 


y= a\ (^^+^Q^g'+^'fl?')g <^^ , ß 


1/(1 -wT ^ 



+1 


r ^ • 

(12+10ua;»+t*'a;^)c __(iu 


Vd-wy 


— x* 
2 


I /-» I (21 + 12ua;» + u»a?^)e du 

—1 

Spitxer, Neue Studien. 2. Forteetaning^ 3 


/ ^ 
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und dies ist das vollständige Integrale der Gleichung (54). A^ B, (? bezeichnen 
willkürliche Constante. 

Setzt man in die Gleichung (54) 

so kömmt man (siehe Seite 77 der 1. Fortsetzung meiner ^Studien*^) zu der 
Gleichung : 

und ihr genügt 

1 -1 

M 

(12+10«| + tt'|«)e du . 

f- 


8 S 


y=A 

J 


(12-|-10tt| + u*g»)e du , ^ 
1/(1 -t*V J 




+1 


—1 

unter .4, B^ C willkürliche Constanten verstanden. 

§. 34. 
Wir gehen nun über zu der Gleichung 

y" = Ä« {xy + ny) ' (55) 

und suchen diese auf dieselbe Weise zu behandeln, wie wir die Gleichung (1) 
und die Gleichung (36) behandelt haben. 

Sei z der integrirende Factor der Gleichung (55), so ergibt sich dieses i 
aus folgender linearen Differential-Gleichung: 

^" = aj« \xz — (n ^ 3) z'\ 
Ein particuläres Integrale dieser Gleichung ist: 

— 1 — (n — 3) x^ , (n — 3) (n ~ 8) a;'<> _ (w— 3)(n -8) (n— 18)a;'^ , 
^ "" 3.4.6 "*" 3.4.6.8.9.10 3.4.6 . 8.9.10 . 13.14.16 ' 

, (n - 3) (n — 8) (n - 13) (n— 18)a;" ___ 
''3.4.6. 8.9.10 . 13.14.16 . 18.19.20 

Für n = 3 ist z = 1, also hat man für die Gleichung 

/' = x^ {xy + 3y) 
welche auch so geschrieben werden kann: 

^(y"_ar'y)=0 

das Integrale 

y'-x^y=C 

und diese lässt sich leicht integriren, weil sie ein Specialfall der Biccati'schen 
Gleichung ist. 
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Für n = 8 hat man die Differential-Gleichung 

/' = «• {xy' + 8y) (56) 


ihr integrirender Factor ist 


— 1 — ?! 


2 = a;* — 12 


oder auch 

folglich hat man: 

(«*- 12) (y'"-«V - 8aj^y) = ^ [(oj*- 12) / -5ajV + (32«» -x«)y] 

somit ist das Integrale der Oleichong (56) 

(aj* — 12) y — 5aj* y + (32«» ^ t?) y = C 

unter C eine willkflrliche Constante verstanden. 

Die Gleichung (56) lässt sich nach der Methode integriren, die ich §. 50 
der 1. Fortsetzung meiner „Studien** lehrte, somit Iftsst sich auch die Gleichung 

{x^ — 12) y" — 5aj* y + (32«» - «») y = (57) 

integriren , denn sie hat dasselbe Integrale wie die Gleichung (56) , nur findet 
zwischen den drei willkürlichen Constanten, die dieses Integrale hat, eine 
gewisse Bedingungsgleichung statt. Man findet diese, wenn man annimmt, dass 
fär aj = 0, y' = ist. 

Setzt man in (57) 

aj* = S 

so gelangt man zu der Gleichung: 

$($-12)^-i(S + 48)J| + A(32-öy = 

die sich nun auch integriren lässt. Sie vereinfacht sich noch, wenn man statt 
der Variablen $ eine neue Variable ^^ einführt mittelst der Substitution 

6=125, 
man erhält dann 

6i(6i-l)^.-|(St + 4)g + A(8-3|,)y = 
nnd diese Gleichung ist ein SpecialflBtll der Gleichung (35). 

§. 35. 

Nehmen wir noch die Gleichung 

y" = x'^{xy + ny) (58) 

vor. Ihr integrirender Factor z ergibt sich aus der Gleichung 

z" = x^ [xz — (n — m — 1) «] 
und diese Gleichung hat folgendes particuläre Integrale: 

2^1^ (n — m — 1 )3?"*"^» , (n — m— 1) (n— 2m~-4)a:'"* + ^ 

(fn;+l){w+2)(m+3) "'' (w+ 1) (m + 2) (w + 8).(2m + 4) (2m + 6) (2m+ 6) 

(n — m — l) (n — 2m — 4) (n — Srn-— 6)g»*" + ^ , 

(w+l)(w + 2)(m+8).(2TO+4)(2m+6)(2i» + 6).(Sw + 7)(3i» + 8)(Sm+9) ' • ' 

8* 
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Setzt man in die Qleichnng (58) 

n = 2f»-f- 4 
so hat die Oleichung 

/' = aj'-[ajy' + (2fn + 4)y] 

den int^pirenden Factor 

2 = «- + »- (« + l)(«i + 2) 
and somit hat man: 

y- + > _ (m + 1) (m + 2)] . [y'" - «" + ' y' - {2m + 4) a;-y] = 

= Ä (P"^* - ("* + !)('« + 2)]y" - (m + 3)ar" + »y' + 

+ [- aj*- + * + 2 (m + 2)« <«- + '] y \ 

Aus dieser letzten Gleichung folgt, dass die Dififerential-Qleichaog 

y'" = x" Tay' + (2m + 4) yl (59) 

folgendes Integrale hat: 

[a;"' + » - (m + 1) (m + 2)] y" _ (m + 3) x" +» y' + 

+ [- «*" + * -f- 2 (m + 2)« äc"" + '] y = C 
woselbst C eine villkflrliche Constante bezeichnet. 

§ 36. 
Die Differential-Qleichung 

[a;'» + » - (m + 1) (m + 2)] y" - (m + 3) x^ + 'y' + 

+ [— x*'" + * +2(m + 2)«x" + ']y = (60) 

vereinfacht sich, wenn man 

setzt, denn alsdann ist 

y' = (m + 3)x- + »§| 

y" = (m + 2) (m + 3) «- + * ij + (m + 3) • X« - + * ^ 
und somit erhält man aus der Oleichung (60) folgende Gleichung : 

(m + 3)«6[6-(m + l)(m + 2)]J^?-(m+3)[S+(m + l)(m + 2)«]f|^ 

+ [-S + 2(m-h2)»]y = 

und diese lässt sich in all' den Fällen integriren, in welchen sich die Gleichaog 
(58) integriren lässt, also namentlich in jenen Fällen, in welchen m eine reelle 
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ganze positive Zahl ist. Die letzte so eben aafgeschriebene Gleichung verein- 
facht sich weiter^ wenn man 

$ = (m + 1) (m + 2) $, - 

setzt, denn dann geht sie über in 

and diese ist wieder ein Specialfall der Gleichung (35). 

§. 37. 

Betrachten wir nun die Gleichung 

«y " = «»' + «» (61) 

die auch so geschrieben werden kann 

y -y -äy=^ 

Der integrirende Factor z dieser Gleichuii^ ergibt sich aas der Gleichung 

xz = a?Ä — nz 
und ist: 

n n(n~l)(n-2) ^n-8 , w(n- l)(n-2) .(n~2)(n-3)(w->4) h-4 

n(n~l)(n — 2).(n — 2)(n--3)(n~4).(n — 4)(n~6)(n — 6) «-e , 

2.4.6 * "!-••• 

somit ist der integrirendc Factor der Gleichung (61) 

»_i n{»-l)(n-2) n-s , n(n — l)(n-2).(n-2)(n— 3)(n — 4) »-5 

FQr n = 1 ist z = 1 , somit hat man: 

xy —xy-^y = j^(xy—j/—xy) 

Das Integrale der Gleichung (61) ist somit für den Fall n = 1 

^t/' — y — xy = C 
wo C eine willkürliche Gonstante bezeichnet. 

Die Gleichung 

xy'' = xy' + y (62) 

habe ich bereits auf Seite 87 der ersten Fortsetzung meiner Studien integrirt, 
und daselbst gefunden: 

1 —1 



— 1 
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unter C„ Q, C, wUlkOrliche Cionstante verstaaden, das Integrale der OleichoDg 

ifit: 

y = ^''"jFS^ + ^'"' 3iL' 35V J Vi^^i )J 

— 1 —1 

in welcher f, nnd K^ willkürliche Gonstante bezeichnen. 

§. 38. 

Fflr n = 2 ist 2 = a^f somit hat man: 

x{xr - xy'-2y) = ^\fv"-2xy' + (2 - x«)y] 

und das Integrale der Oleichung 

a?y'" = ajy' + 2y (63) 

ist somit 

a;V'--2«y'+(2-x«)y=C 

wo C eine willkürliche Constante bezeichnet 

Für die Gleichung (63) fand ich auf Seite 84 der ersten Fortsetzung 
meiner Studien das Integrale 

für die Oleichung 

x^y" - 2xy' + (2 - ««) y = (64) 

ist das vollständige Integrale: 

wo C,, (7, willkürliche Gonstante bedeuten. 

Setzt man in die Gleichung (60) m = — 1, so kömmt man zur Gleichung 
(64) ; und führt man in die Gleichung (64) für x eine neue Variable S ein, 
mittelst der Substitution »'= |, so erhält man die Gleichung 

deren Integrale somit 

y = Kl(c;/^^ + 6;e-^^) 

ist; unter C^ und (7, werden wUlkürliche Gonstanten verstanden. 

§. 39. 
Für n = 3 ist 

2 = «• — 3 

somit hat man identisch: 

{x^-^2){xf'-xy'^^y)=±\{x'-^^ 
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und somit haben die beiden Differential- Gleichungen 

xy' — a;y' — 3y = (65) 

und 

(7? — 3«) y ' + (3 — 3aj«) y + (9« — «») y = (66) 

zwei particnläre Int^rale gemein. Für die Gleichung (65) gab ich auf Seite 87 
der eisten Fortsetzung meiner „Studien^ folgendes Integrale: 

»= ^t Ä \fS^^' «'^"*=^i '*»] + ^^ Ä [«»/«" «K.?=n" du] + 



+ 1 

— 1 

wobei C^, C,, C, willkürliche Constante bedeuten. Derselbe Werth von y 
muss nun auch der Gleichung (66) genügen, wenn nur zwischen den drei will- 
kürlichen Constanten eine Bedingungsgleichung eingeführt wird. Ich yersuche 
daher in die Gleichung (66) die Substitution 


1 


^—'^ \f\ ^^' ^ y^^ ~ ^ ^^] 


(67) 




zu machen, um' zu erfahren, was das Substitutions-Besultat ist. 
Ich setze daher vorerst 

— ^ 

sodann setze ich 

z = x^ Z 
und schliesslich 

1 


Z = Je~*ttl/tt"— Id 


u 



Setzt man also vorerst in (66) 

_d^ 

y ""da;« 

SO erhält man 

(«» — 3x) z'"'+ (3 — 3aj«) z"' + (9a; — aj») z" = 

Setzt man sodann 

z = a?Z 
80 erhält man vorerst 

z' =x''Z + 3a«Z 

z" =7?Z:' 4- 6a;«Z' + 6a?Z 

z' = a^Z^'' + 9x^Z^' + ISajZ' + 6Z 

z"' = ^Z;'" + 12«« Z"' + 36aj2" + 242^ 

und die Gleichung in Z lautet: 

«* (aj« — 3) r" + X« (9aj« — 33) Z" + a;« (- a;* + ISa?« — 81) Z" + 

+ X (— 6aJ* + 24«« — 18) Z' + (— 6aJ* + 36aj« + 18) Z = 
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Nun setze ich statt Z seinen Werth 

1 


Z= \^^ uy v} — \ du 


und erhalte hierdurch 
1 


Je-' Yu^— 1 [M«a;*(aj«— 3) +tt*aj» (9aj«- 33) +u»a:« (— aj*-f 18x« - 81) + 

+ u^x (— 6x* + 24x« — 18) + tt (— 6«* + 36»« + 18)] d« 

Lässt man in dem eben aufgeschriebenen Integrale einstweilen die Grenzen 
unbeachtet, und setzt man das unbestimmte Integrale gleich 

e^ (w* — 1)* 9 (w> a;) 
wobei vor der Hand tp {u, x) eine noch unbestimmte Function von u und a; 
bezeichnet f so muss der nach u genommene Differential-Quotient auf beiden 
Seiten gleich werden, somit muss sein: 

g« » ]/;?:zrT L^^^Ca;«— 3) +w*aj»(9««— 33) + «»a?« (~ sc* + 18««— 81) + 

+ w«aj(-6aj* + 24x«— 18) +w(—6aj* + 36a;« -1-18)1=: 

oder abgekürzt: 

«»a:* («" — 3) + «* 3!» (9 a;« — 33) + w'a;* (— as* + 18 cc« — 81) + 

+ M«a;(— 6a!* + 24a!« — 18) + tt(-6x«+36a;'' + 18) = 

= X («« - 1)9» («, aj) + 3«(p («, aj) + («• - 1) ^^j^ 

Der erste Theil der Qleiohimg ist nach x ein ganzes algebraisches Polynom 
vom ß*"" Grade; es muss daher auch der zweite Theil der Gleichung, da er 
dem ersten Theil gleich sein soll, nach x ein ganzes algebraisches Polynom 
vom 6**" Grade sein. Dies veranlasst uns, tp (u, x) in fönender Form voraus- 
zusetzen : 

(p («, aj) = P, x» + P,x* -H P.x" 4- i'«x« + Pfi« + ^6 
woP„ Pj, Pg, P4, Pj, Pg reine Functionen von u sind. Ordnet man demnach 
beide Theile der obigen Gleichung nach Potenzen von x, so erhält man: 

(«»— tt»)x*-i-(9M*— 6M»)a:*+(— 3m*+18«*— 6m)x*+(— 33u* + 24u«)«*-f 

+ (— 81u» + 36tt)x«— 18tt«x+18« = 
= (««-l)P,x"' + 

+ [(«« - 1)P, + 3«P. + («« - 1) ^] X» + 
+ [(««- 1) P, + 3«P, + («•-!) ^]«* + 
+ [(«« - 1) P4 + 3«P. + («» _ 1) ^jx» + 
+ [ («• - 1) P, + 3 tt P4 + («« - 1) ^] X« + 
+ [(«« - 1):P, + 3«P. + («« - 1) 45"] «^ + 3«P, + («' - 1) 


1^ 
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Damit nun diese Gleichung identisch werde, müssen folgende Gleichungen 
stattfinden : 

tt» — tt» = (tt« — 1) Pi 

woraus P^ = w* folgt, ferner : 

9^,4 _ 6t»» = (tt« ^ 1) P, + 3«-» + (w' - 1) . 3tt« 

woraus P, = Sw" folgt, sodann 

— 3tt* + 18t«» — 6t» = (t»« — 1) P3 + 9t»» + («" — 1) . 6u 

woraus P3 = 3 t»' hervorgeht, dann 

— 33t»* + 24u« = (t»« — 1) Pj — 9t»* — (ti« - 1) , 9u« 
woraus P4 = — 15t»' folgt Weiter hat man: 

— 81tt» + 36t» = (tt» _ 1) p^ _ 45t»» — 30tt (t»* — 1) 
somit ist 

Dann ist: 

— 18t»« = (t»« — 1) Pg - 18t»«— 6 (tt« — 1) 
woraus 

P. = 6 
hervorgeht, schliesslich ist: 

18t» = 3t». 6 
was identisch stattfindet. 

Es ist somit 

je"'Kii«^^[t»*aj*(aj« — 3)+u*aj»(9aj« — 33)+u»aj*(--aj*+18aj«^ 

+ u^x{— 6jr* + 24;c« — 18) + "(- 6a;* + 36«« + 18)1 du = 

= e*'(u^ — 1)^ [t»»x* 4- 3u«»* — 3 tt»ar»— 15t»^aj«— 6i»aj + 6] 
somit ist das zwischen den Grenzen und 1 genommene Integrale 

= -6(-l)* 

Würde man denmach in die Gleichung (66) für y den Werth 

1 —1 



substituiren, so müsste man zu dem Resultate 

— 6C;(-1)*-6C2(- 1)* 
kommen, diess wird Null für 

C, + C. = 

somit genagt der Gleichung (66) der Ausdruck 

+ 1 


= £.[^'je'''uVu--ldu] 


y 
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I 

Das Yollständige Integrale der Gleichung 

(ar» — 3aj) y ' + (3 — 3»«) y' + (9« — «») y = (66) 

ist sonach: 


y = ^ Ä [^' J^" uVu-^\ du\ + 


+i'£.H'-£>P-&(«- f"T^'"^- )]} («») 

- 1 
unter ^ und B willkürliche Gonstante verstanden. 

Setzt man in die Gleichung (66) 
so kömnat man zu der Gleichung 

und diese Gleichung lässt sich demnach auch integriren, man hat nämlich 
blos in der Formel (68) fQr x den Werth Yi ^^ setzen. 
Setzt man in die letzte Gleichung 

« = 31, 


80 erhält man 


S.Ä-l)3T?-5.^ + |{3-l.)» = 


welche sich also auch integriren lässt. 

§. 40. 
Betrachten wir nun die Gleichung 

x^y'" = xy + f*y (69) 

deren Integration wir auf Seite 83 der ersten Fortsetzung unserer neuen Studien 
lehrten. 

Multiplicirt man die auf die Form 

gebrachte Gleichung (69) mit dem integrirenden Factor «, so ergibt sich 
dieses z aus folgender Gleichung 

x^%' = xz — (ft + 1) 2 

Ist fi eine reelle ganze positive Zahl, so ist, wie aus §. 77 der ersten 
Fortsetzung meiner neuen Studien zu ersehen 

,===a5'*+^_(^+ 1)^(^-1). 5-' + (^ + l)^(^_l).^(^-l) (^-2).^^ 
-(^+l)p(ft-l).^(,t-l)(^-2).(ft-l)(fi-2)(ft-3).^'+... 
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es ist daher der iotegrirende Factor der Gleichung (69) 

- 0» + 1),.0*- 1) . K^- 1) (^-2) . (,.-1) Ot-2) Ot-S) . ^ + . . . 

§.41. 
Für ft = 1 hat man die Gleichung 

x^y —xy-^-y 

ihr int^rirender Factor ist 2 = 1 somit hat man 

xV'" —^y—y = di \^^y' ~ ^^y' + (2 — ») y\ 

und hieraus folgt, dass die zwei Differential-Qleichangen : 

x'y =xy +y 

und 

x^y' — 2xy + (2 -^ «) y = (70) 

zwei particoläre Int^ale gemein haben. Die Qleichung (70) läset sich leicht 
iotegriren. Setzt man nämlich : 

y = xY 

80 kömmt man zu der Gleichung 

xT'—Y=0 

welche folgendes Integrale hat: y = 

-2 -2 

es ist somit das Integrale der Oleichung (70) y = 

+ « +2 

C,x^{^^^Y;;^:^,du^C^x{^^^ [a:tos[(t*«-4) ]/x] + ^^K^7^ ]rfu 

-2 —2 

WO C^ und C^ willkürliche Gonstante bedeuten. 

Ich will hier ausdrücklich bemerken, dass aus der Oleichung (70) fol- 
gende zwei Gleichungen 

y = 0? y 
xY" — Y=0 

hervorgingen , es muss daher auch umgekehrt durch Elimination von Y aus 
diesen beiden Gleichungen die Gleichung (70) heiTorgehen. 

Nun folgt aus der ersten dieser beiden Gleichungen durch Differenziren 

y'^xY'+Y 

Differenzirt man auch diese Gleichung , und setzt man für x Y" seinen 
Werth y, so erhält man: 

y" = y+2r 
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Aas den drei Gleichungen 

y = xY 

y' =xY ^-Y 

folgt durch Elimination von Y und Y' die Gleichung 

aj2y" ^ 2xy + (2 — aj) y = (70) 

§. 42. 

Fär f£ = 2 hat man die Gleichung 

x^y" = xy + 2y 

Ihr integrirender Factor ist 

z = aj — 6 
somit hat man: 

{X ^ 6) (aj«y'" - xy' - 2y) = 

= L [(^' - ^^"^ y" + (1205 - %x^ y' + (- a.« + 12 a: - 12) y] 
und hieraus folgt, dass die beiden Differential - Gleichungen : 

x^y" = xy + 2y 
und 

(«» — 6««) y" + (12ä — 3x«) y + (— a?« + 12a? - 12) y = (71) 
zwei particuläre Integrale gemein haben. 

Bevor ich weiter gehe, will ich bemerken, dass man zur selben Glei- 
chung (71) auch gelangt, wenn man aus den beiden Gleichungen: 

und 

a?r'- r=o 

das Y eliminirt; denn aus der ersten dieser zwei Gleichungen folgt: 

y=:a?«r + 2x7 

Differenzirt man diese Gleichung, und setzt man zugleich statt xY' 
seinen Werth F, so erhält man : 

y' = 4ajr+ (aj + 2) y 
Aus dieser Gleichung erhält man auf gleiche Weise : 

y"=(aj + 6) r + 5r 

Eliminirt man nun aus den drei letzten Gleichungen das Y und Y' so 
kömmt man zur Gleichung 

(a;» - 6a?«) y" + (12« - 3««) y + (— aj« + 12« — 12) y = (H) 
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Das Int^prale dieser Oleichong ist somit: 
+« 

— s 


=ä{c.4 


Setzt man in den beiden letzten Qleichungen 

so kömmt man za der Gleichung: 

(a?« — 6«) Z" 4- (a; - 12) Z' + (8 — aj) Z = (72) 

und dieser wird genügt, durch folgenden Werth von Z 

+ 2 


^=5i-Ä{^i«^'J^"^'l^^'-4dt.+ 


— 8 


wobei Cff C, willkürliche Gonstante bezeichnen. 
Setzt man in (72) 

so kömmt man zu der Gleichung 

1(1- l)g^ + (1-2)^ + 2(4- 31) y = 
welctie sich nun auch leicht integriren lässt. 

§.43. 

In §. 78 der ersten Fortsetzung meiner ^Neuen Studien^ habe ich für 

die Gleichung 

x^y" = xy 4- f*y (69) 

in welcher fi eine reelle ganze positive Zahl bezeichnet, für y folgenden Werth 
gefanden : 

woselbst z das vollständige Integrale der linearen Differential-Gleichung 

az' — « == 
ist. Das 80 gefundene y, welches folgende Gestalt hat: 

+ 2 


+ 8 
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hat zwei willkürliche Gonstante, es ist somit dieses y nicht das vollständige 
Integrale der Qleichung (69), sondern es ist dieses y das vollständige Integrale 
einer linearen DifferentisJ-Gleichung zweiter Ordnung und diese iBndet man 
wenn man aus den beiden Gleichungen 

Xz' — 2 = 

das z eliminirt. Für die beiden Specialfälle ft = 1 und ft = 2 wurde die Eli- 
mination an den beiden vorhergehenden Paragraphen vorgenommen. Für /x = 3 
wollen wir hier die Elimination durchführen. 


Es ist für f& = 3 


*"■ da;' 


xz' — JB = 

Die erste dieser Oleichungen gestattet folgende Schreibweise: 

y = ;g?z' + 6x" z + 6a3Z 

und geht vermöge der zweiten Gleichung xz = z über in 

y = 6x'z + {x^ + 6a;) z * 

Differenzirt man diese Gleichung, und setzt man gleichzeitig für xz 
seinen Werth z, so erhält man 

y' = (a;« + 13a;) z + (8a; -f- 6) a * 

Diese auf gleiche Weise behandelt führt zu der Gleichung 

/ = (10a; + 24) 2' + (a; + 26) z * 

Eliminirt man nun aus den drei mit einem Sternchen bezeichneten Glei- 
chungen das z und z, so kömmt man zu der Gleichung 

(aj* - 24 a;» + 72 a;«)/ — 

- (4 a;» — 72 a;« + 144 x) y — (a;» — 36 x« + 216 a; - 144) y == 

und das vollständige Integrale dieser Gleichung ist somit: 

42 


— 8 

+ 8 


'rC,^\^\^'f'V;F^4.[xhg\{u--^)Vx[^^,''^^\i^ 


— « 

C| und C, bedeuten willkürliche Gonstante. 


Zwölfter Abschnitt. 


§. 44. 
Wir betrachten die Gleichung 

(a. + 63«) /' + («. + ».«) y" + (ö, + ^t «) y + K + 6««) 2/ = (73) 

Qod nutersttchen, ob es mSglich ist, für diese Gleichung einen integrirenden 
Factor der Form 

(n 4- x) e*' 

n finden, so dass der Ausdmck 

(»+ «) e" [(a, + hx) y"+ (a, + hx) y" + (a, + b, x) y + (o. + 6J y] 

identisch gleich werde dem Ausdrucke: 

A { /'[(„ + x)ia, + h, X) f + Py' + Qy] } 

voJMi P und C2 einstweilen noch unbestimmte Functionen von x bedeuten. 
SoU Identität eintreten, so muss sein: 

{n + X) /' [(a,+ b^x) y" + (a, + &,«) y" + (o, + *, «) V + («0+ ^o«) y] = 
= «»'{{n + a:)(a, + 6,«)j,"' + 

+ [(«»a + Kx) + 6, (n 4- «) + ^ (n + a>) (03 + &,«) + P] y" + 

4- (P' + AP+ Q) y'+ (Q' + *<2) »} 

Diese Gleichung ist durch e' abkürzbar, und man erh&lt nach vorgenom- 
mener Bednction: 

(» + ») [(a, + \x) y" + (o. + 6, x) y'+(a^+ b^x) y] = 

= [(«8 + isäc) + 6, (« + '«)+*(« + «) («3 + M + P] y" + 
+ (P' + AP+Q)y+(Q' + AQ)y 
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Hieraus folgen nachstehende Gleichungen: 

(n + x) (aj + \x) = «3 + K^ + ^3 (»» + a?) + A (n + ä) (03 4- 63«) + P 
{n + x)(a,+b,x)^P' + kP+Q 
(n-\-x)(a^ + b^x) = Q' + lQ 

Aus der ersten dieser drei Gleichungen ergibt sich P, dies ist 

P = (n + a?) (oa + b^x) — (a^ + 63«) — b^ {n -{- x) — k (n + x) (a^ -\- h^x) 

Hieraus folgt 

P'= 6, (n + x) + («2 + h^) - 263 - A63 (n + a?) - A (a« + 63«?) 

Führt man diese Werthe von P und P' in der zweiten der obigen drei 
Gleichungen ein, so erhält man fQr Q nachstehenden Werth: 

Q = (n + «) [a, + Jjjc — 6, + 2lb^ - A (a, + 6,cr) + A« (a« + 63«)] - 

- (o« + 6,aj) + 263 + 2A («3 + 63a:) 
Aus dieser Gleichung folgt : 

Q' = (n + aj)(6,-A6,+A«63) + 

-j- Oj +61« — 2^2 + 4A53 — Aoj — A62a? + A^ag-f- A'i3a; 

Werden nun die gefiindenen Werthe von Q und Q in die dritte der drei 
obigen Gleichungen eingeführt, so erhält man nachstehende Gleichung, welche 
identisch stattfinden soll: 

{n + x){a^-\^b^x) =(n + x){b,-kb^+lH^) + a, + b,x-2b^ + 
+ 4A6g — Aojj — XbqX + A'aj -f- k^b^x-\- 
+ A (n + a?) {a^ -{- b^x — 65 + 2 A63 — Xa^ — Aft^ a? + A'ag + ^^^a^») -" 

— OaA — Xb^x + 2*3 A 4- 2A«a3 -f 2An3aj 

Diese Gleichung wird identisch, falls folgende drei Gleichungen stattfinden : 

na^^ = najA^ + (3nb^ -f- 3a^ — nci^) A* + 

+ (waj — 2a^ + 663 — 2nb^) A + 04 + ^'i — 263 
ao+nb^={a^+nb^)X^ + (ßb^^nb^^a^)l^+{a,+nb,-ib^)X + 2b, 

J^rrijA» — JjA^ + i.A 

§.45. 
Soll daher die Gleichung 

{n-^-x) e*'[(a3 + 63«)/'+ (a^ + b^x) /+ (oj + 6,Ä?)y + (0^+ b^x) yj = 
^{e''[(n-\^x) (a, + b,x)y" + Py -{-Qy]] (74) 

identisch stattfinden, so müssen P und Q nachstehende Bedeutung haben: 

P =r (n + a?) (ag + b^x — 63 — Aa3 — A63aj) — (og + b^x) 

Q-= (n + x) (a^ + b^O! — 6^ + 2A63 — Aa^ — A t^a? + A^Og + A' ft, a:) — 

— Og — ftga? + 263 4- 2Aa3 4-2A63a; 

Ferner muss noch stattfinden die Gleichung 

63A» — 6,A« + 6j A — 60 = (75) 
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woraus sich X ergibt; hat man dies, so findet man n ans folgender Oleichnng ; 

fiojl'-f- (3n6,+ 3a, - na^) X«+ (na^ ~ 2a, + 66,— 2n6,) * + 

+ n6i 4-ai — 2*, — najj = (76) 

Setzt man dann die gefundenen Werthe von n und von 1 in die Oleichnng 

(a, + nÄ3)X» + 66,-n&,-aJX«+(a,+n6i-4J,)il + 2&j-ao-n6o=0 

welche sieh unter Zuziehung der Qleichung (75) in folgende einfisushere Gleichung 

a,X»+(66,-a,)A«+(aj-46,) A + 26, -a^, = (77) 

Torwandelt, und diese gibt die Beziehung an, welche zwischen den Coefficienten 

<hf h» ^» h> «i> *i» ^1 *o 
stattfinden muss, auf dass wirklich die Gleichung (74) identisch werde. 

§. 46. 

Bevor ich weiter gehe, schreibe ich die Gleichung (73) in anderer Form 
aui In der zweiten Fortsetzung meiner „Studien über die Integration linearer 
Differential-Oleichungen^ habe ich Gleichungen der Form (73) integrirL Das 
Integrale der Gleichung (73) hängt, wie daselbst gezeigt wurde, von der Form 
des Bruches 

ab, und dieser Bruch kann folgende verschiedene Formen haben , er kann sein 
TQü der Form : 

femer kann er nachstehende Formen haben: 

17, _ , Ä , B , O 
ü. _ , A , B , O 
ü. I , Ä , B 

(siehe Seite 25 der zweiten Fortsetzung meiner Studien). 

§.47. 

In dem ersten Falle, in welchem der Bruch ^ die Form hats 

ü. _ I A , B , ^ 

Spitsti, M«iw Sknditn. 1. l9tim^na§. ^ 


so 

: Iftsst sich die Gieichung (73) in folgender Form schreiben: 

(m + x).f' + [A + J5 + c- (« + iJ + y) (^-1-«)]/ + 

. r^[-A{ß + y)-B(a + y)-C{a + ß) + {aß + ar + ßy){m + x)]y' + 

+ [Äßy -j-Bay + Caß — aßy (m + aj)]y = 

. wie ich diess in der zweiten Fortsetzung meiner Studien, Seite 5, gethan habe, 
und wähle ferner m = , weil diess die Rechnung etwas vereinfacht und die 
Allgemeinheit der Resultate, wie sich leicht nachweisen lässt, doch nicht 
beeinträchtigt. 

loh setze also 

(«8+ h^) y"+ ((h+h^) y'-h {(h 4- ^ «) » + K + h^) y = 

ajy'"-j- [A'\-B + C— {cc + ß + y)x] y'+ 

+ [-A(ß + y)-B{a + y)-^C{a + ß) + {aß + ay + ßy)x]y' + 

-{- [Aßy + Bay + Caß — ccßyx]y 

Es ist somit: 

a» = 

a^=A + B+C 

a, = ^A(ß+y)-B{a + y)-C{a + ß) 

a^= Aßy -\- Bay -|- Caß 

h = — i^ß + «y + ßy) 
*o= — «ßy 

und die Gleichung (76) geht hiedurch über in: 

^'+ (« + ^ + y) ^" + (ccß + ay + ßy)X + aßy = 
woraus 

A = — a A = — ß A= — y 

folgt Ich wähle nun 

X = -y 

und erhalte dann, durch EinfQhrung dieses Werthes von X und der Werthe far 
^' ^89 ^1 ^99 ^9 ^t ^°^ ^1 ^0 ^^ ^^^ Gleichung (77), nach vorgenommener 
Reduction 

{C^2)(y-aUy-ß) = 
woraus 

C=2 

hervorgeht. Setzt man sodann in die Gleichung (76) 

X = ~y C=2 

so erhält man: 

n(y — a){y — ß)^A(y — ß)-^B(y — a) 

woraus sich folgender Werth für n ergibt: 

A , B 
7—«' r — p 
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§. 48. 

Aus den vorhergehenden Paragraphen ergibt sich demnach folgende 
Identität : 

(n + x)e-''{xy"'+ [A + B + 2 - (a + ß -{- y)«]y" + 

-\.[~A(ß-\-r)-B{a-\-y)-iitt^ß) + {aß + ay + ßy)x]y' + 

4- [^/Sy -f- Bay + 2aß — ^/I}'^]]/} = 

\e'''[(n + x)xy''+[(A + B + l){n + x)-x^{a+ß)x{n + x)]y' + 

+ [-(Aß + Ba){n + x) + n(y-a^ß)+aßx{n + x)-A-B]y]\ (78) 

Yoransgesetzt , dass 

Ä , » 


ly 


Y — a ' y — ß 

ist. Aus der Gleichung (78) ergibt sich ferner, dass die lineare Differential- 
Gleichung 

xy'"+[A + B+2^{a + ß + y)x]y''+[-^A(ß + y)-Bia + Y)-2{a + ß) + 
+ (aß + ay + ßy)x]y'+[Aßy + Bay + 2aß-aßyx]y=0 (79) 

folgendes Integrale habe : 

(n -h x) xy" +[{A + B+l)in + x)-x^(a + ß)x{n + x)]y' + 

+ [—(Aß + Ba){n-\'x)+n(y'-a — ß)-{-aßx{n+x)—A'-'B]y=K^* 

woselbst K eine willkürliche Constante bezeichnet, oder dass nachstehende zwei 
lineare Differential - Gleichungen 

xy-+[A+B-{-2-{a + ß+y)x]i+[^A(ß + y)-B{a + y)-2ia + ß) + 
+ {ccß + €cy + ßy)x]y' + [Aßy + Bay + 2aß^aßyx]y=0 (79) 

und 

in + x)xy''+[iA + B+l){n + x)^x-^(a + ß)x{n + x)]y + 

+ [—(Aß'\-Ba){n + x)+n{y—a'-ß)'\-aßx{n + x)—A'-B]y=0 (80) 

zwei particuläre Integrale gemein haben. 

Hat man z. B. 

a = 1 ß = S y = 5 

A=4 B=6 C=2 

so ist 

n = 4 
Die Gleichung (79) lautet im vorliegenden Falle: 
«/'+ (12 — 9aj)y'4- (— 76 + 23«) y + (96 — 15») y = 
ihr vollständiges Integrale ist: 

>^ * r 2 , 22 , 126 , 460 , 1060 , 1470 , 946"! , 

, X7 6«ri6 104 . 488 _ 1386 . 3376 6210 . 8190 6980 . 28861 
' 3 * L«« x^ "^ X* rc^ "*- aj« sc' •" rc» a» ' aj»" J 

4* 
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Die Oleichung (80) ist im vorliegenden Falle 

x{4 + x) y' + (44 — 6« — 4«^ y' + (— 78 — 6a? + 3aj«) y = O 
und ihr vollständiges Integrale ist: 

y — ^1 ^ L^ "+■ ic» + ju« "*" a' »* «• > aj» ^ «»• J 

,p 8»ri 6, 84 1891 

■+■ ^« ^ L^' ~ a?' "T" la;» ~ «»»J 

wie man sich leicht durch wirkliche Substitution überzeugen kann. 

§. 49. 

Ich habe auf Seite 7 der zweiten Fortsetzung meiner „Studien^; den Satz 
bewiesen, dass die beiden Differential-Gleichungen 

ccy'"+[^ + 54-2-(a + ^ + y)cc]y"+[-il(^ + y)-J5(« + y)-2(«-fi8) + 
+ {aß^ay'^ßy)x\y'-\'[Aßy-\-BaY + 2aß—aßyx]y=0 (79) 

und 

CDi2"+ [^ + 5 — (a + |8)aj] z'+ (— Aß — Ba-\- aßx) z = (81) 

Integrale haben, die in folgendem Zusammenhange stehen: 

oder anders geschrieben, es ist: 

y = z' — yz (82) 

und will nun zeigen, dass wenn man aus den beiden Qleichungen (81) und 
(82) das z eliminirt, man zu nachstehender Gleichung 

(n + aj)aJt/"H-[(.4+J5+l)(n + aj)— a? -(« + /?)« (n + «)]y + 
-\.[—{Aß + Ba){n-{-x)+n{y—a^ß)+aßx{n + x)—A—B]y=0 (80) 

gelangt, in welcher 

A , B 

n = ö- 

y — a ' y — p 

ist, zu welcher wir bereits im vorhergehenden Paragraphen kamen. 

Aus der Gleichung (81) folgt durch Differenziren: 

««'"+ [4 + J5 + 1 — (a + ß)x]^'+ 

j^[—(A + l)ß — (B'\'l)a + aßx] z + aßz = (83) 

und aus der Gleichung (82) folgen: 

/ fr t 

y =z z — yz 

es ist somit 

« ' = y' +Yy + y'2 

«'" = »' +yy+y'ff + y'« 
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Werden nan ans den f&nf Gleichungen 

««"+ [A + B — (a + ß) x]if-{- {— Aß — Btt + aßa!)z = (81) 

xz"'-\- [A -\- B -\- 1 — (a -\- ß) x] z"-\- 

■\-[—{A-\-l)ß—{B+l)a^ußx]i!-\-aßz = Q (83) 

z' =y -\-yz (82) 

rr / I I tt 

« =y +yy + y^ 

25 =y +ry +7 y -r y'» 

2, t, z" und s''" eliminirt, so gelangt man zur Gleichung (80). Die Elimination 
lässt sich leicht auf folgende Art vollziehen : Man setze in (81) und (83) für 
z\ z' und ^" ihre Werthe, und beachte die Gleichung 

A , B 

n = 1- 


y — a. ' y — ß 

Bo erhält man die zwei Gleichungen: 

xy'+ [A + B ^ (y - a - ß)x]y + (r - ^) ir - ß) (n + x) z = 

xfi- [A + B + l + (y-a-ß)x]y'^ 
^[y^a—ß + iy-a)(y-ß){n+x)]y+(y-a)(y-ß)[l+y(n^x)]z=0 

Aus diesen zwei Gleichungen eliminire man nun das z, so kömmt man 
zur Gleichung (80). 

§. 50. 
Hat man daher gegeben die Gleichung 

xy"'i-[Ä-\-B+C-{a+ßi-y)x]y'+[-A{ß-\^y)-B{a + y)-C{a + ß) + 
+ (aß-\'ay + ßy)x]y + [Aßy + Bay-]rCccß—aßyx]y=0 

und ist in selber 

C = 2 

so hat die eben aufgestellte lineare Differential-Gleichung dritter Ordnung den 
integrirenden Factor 

(n + x)(^' 

wo n den schon mehrmals genannten Werth hat, und das Integrale der obigen 
linearen Differential -Gleichung dritter Ordnung ist 

[n^x)xy''+[{A+B + l)in + x)^x-{€c + ß)x{n + x)]y + 

^[^(^Aß + Ba){n+x)+niy—a—ß)+ccßxin+x)—A — B]y = Ke^* 

in welcher K eine willkürliche Constante bezeichnet. Die eben aufgestellte 
lineare Differential -Gleichung zweiter Ordnung ist eine complete. TJm sie zu 
integriren, ist es nöthig, vorher die reducirte lineare Differential-Gleichung zu 
integriren, und diese lautet in geordneter Form: 

{n+x)xy'+ [{A + 5+ 1) n'\- {A + B — ccn —ßn) x-^ {a +ß) x^]y + 
'{-[n{y--^a—ß—Aß—Ba)—A-'B + {aßn—Aß'-'Ba)x + aßx'^y=0 (80) 

Ich habe nun bemerkt, dass diese Gleichung (80) auch entsteht, wenn 
inan aus den beiden Gleichungen 

9iz'+ [A + B — {<K + ß)x] z+ (— Aß — Ba + aßx) z = (81) 
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nnd 

das^z eliminirt. Die Oleichung (81) lässt sich aber stets nach den Methoden 
integriren, die ich in meinen Vorlesungen über lineare Differential-Gleichungen 
lehrte, es kann daher z als bekannt angenommen werden und folglich auch 
das y, da es durch die Gleichung (82) bestimmt wird. Dass dieses y auch der 
zu Anfange dieses Paragraphen stehenden Gleichung, d. i. der Gleichung (79) 
genügt, versteht sich wohl yon selbst. 

§. 61. 

Ich will nun den Fall besprechen, in welchem far die Differential- 
Gleichung (73) der Bruch ^ folgende Gestalt hat: 

Setzen wir wieder w = 0, so geht die Gleichung (73) für diesen Fall über in 

aj/'+[ß+C-(2«+i5)a^]/+M-ß(« + /J)--2«(7+(a» + 2ai8)a5]y'4- 

+ (a«C+ a/J B - ßA-a^ßx) y = 

(siehe zweite Fortsetzung meiner nStudien« Seite 25). 
Für diesen Fall ist nuo 


a, 

6.-1 

a,= J5 + C 

6, = _ 2a — /J 

a^ = A—B(a-\-ß) — 2aC 

6, = «'+ 2aß 

a^= a'C+aßB ßA 

K=-a*ß 

Setzt man nun auch hier: 



(n + x) e'"[xy"' + {B + C - {2a -\- ß) x]y"-^ 

+ [A—B{tt-\-(S)-2ttC-\-{a*-\-2a(l)x\y'-^{a''C-{-aßB—ßA—tt*ßx)y\ = 

SO findet man ganz so wie im §• 47 vorgehend 

A = — a oder A = — ß 
und hier ist es nothwendig, jeden dieser beiden Fälle separat zu behandeln. 

§. 52. 

Setzt man erstens 

A = — a 

und construirt man dann f^ den vorliegenden Fall die beiden Gleichungen 
(76) und (77) so erh&lt man: 

(|8 _ «) (4n + 2 — 5) + .ä = (84) 

und: 

A(ß — a)=0 
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Aas der letzten Gleichong folgt: 

4 = 

und aus (84) folgt dann 

5 = 2 

Bestimmt man nun nach §. 45 das P und Q so ei^ibt sich für selbe: 

P = n (1 -f CO + (C - n« — njJ) ic — (a + /J) SB« 
Qz= — nß — nttC— C-\- tt(ßn— Cr)x-}-aßx* 

und es findet sodann folgende Qleichong identisch statt: 
e-" (n + X) \x/' + [2+C- (2a + ß) x]y" + 

-{-[-2(a-\-ß)-2aC-{-(a'-\-2aß)x]y'+{a'C-\-2aß — a*ßx)y] = 

^[e-"{xin + x)f+[niC+l)-\-(C-na-nß)x-(a + ß)x^y'-\- 

+ [— n/5 — na(7— C4- (/Jn— (7) «» + a/JalyH 

Aus dieser Identit&t folgt, dass nachstehende zwei Gleichungen zu gleicher 
Zeit stattfinden: 

xy" + [2 + C- (2a + ß) x] y"-\- [-2(a + ß)- 2aC+ (a« + 2a« x] y + 

+ (a*C-\-2aß — a'ßx)yz=0 (85) 

and: 

X (n + ar) y"+ [n (C+ 1) + (C- na - n/5) aj - (a + |J) «»] y' + 

+ [— n/J — na C— C + (/Jn — C) c« + aßx'\ y = Ke" 
unter K eine willkürliche Gonstante verstanden, oder mit anderen Worten, die 
zweite dieser zwei Gleichui^en ist das Integrale der ersten Gleichung. 

§. 53. 

Wir wollen nun vorerst die Gleichung (85) und sodann die Gleichung 

X (n + ic) /+ [n (C+ 1) + (C — na — nß)x—{a +|/J) ««ly + 

+ [— n/J — anC— C+(/Jn— C) a» + a/Jaj«]y = (86) 

integriren. 

Behufe der Int^ation der Gleichung (85) setzen wir 

y = e"Y 
dadurch geht die Gleichung (85) Ober in: 

a.r"+ [2 + -f (a — /5) «] 7"+ 2{a — ß) Y'= 

hieraus folgt (siehe meine Vorlesungen Ober Integration linearer DifTerential- 
Gleichungen, Seite 31, Formel (57) und (58) 

es ist somit 

y= Cx-" e^-''^' + C^x-^'^-'^'jx"-' e^'-<^' dx + C, 
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und folglich 

y=Cl«-V' + Cia5~^e^'J«^~^^"--«*da5+C,e"' (87) 

das YoUst&ndige Integrale der Oleichtuig (86) 9 Q i C*, , C7, sind willkfirliche 
Constante. Jetzt gehen wir Aber zur Integration der Gleichnng (86), 

Setzt man in dieselbe 

aas 

80 wird, wie man sich sehr leicht überzeugt, ihr nicht Genfige geleistet; setzt 
man femer in dieselbe 

SO wird ihr genfigt. Da man nun von der Gleichnng (86) ein partdcnl&res 
Integrale kennt, so lässt sich leicht das vollständige Integrale derselben nach 
der Methode der Variation der willkfirlichen Gonstanten ermitteln. Ich habe 
diese Methode Seite 60 meioer Vorlesungen angeführt. Ist n&mlich yon der 
Differential - Gleichung 

ein particul&res Integrale 

bekannt, so setze man: 


= y^ydx 


man findet sodann 


1 -/ 


Xid% 


somit ist das vollständige Integrale der Gleichung zweiter Ordnung: 


= »ij< 


^ VI 


Nun ist ffir die Gleichung (86) 

2; = n (C + 1) + (C— na — w/J) « — (« + |8) 05« 
J^ = aj (n -)- a?) 


somit ist: 


— C As 


^ = -a-/» + 


0+1 


ferner 

e^^^ = «'-^ (n + X) e^'"^^^'' 
und 

z ^ {n -f- X) X e 
Man erhUt daher als Integrale der Gleichung (86) folgenden Ausdruck 


, = .-Vf(. + «).«-.'-»-a« 
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was sich aoeh so sehreiben Ifiast: 

» = C- ^ + e, 4* f(« + «) <^'~" *^'~'^' dx (88) 

X X J 

wo Cj und C, willkflrliche Constante bezeichnen. 

§. 64. 

Dass der so eben gefnndene Werth yon y^ welcher das Integrale der 
Gleichung (86) ist, auch der Oleichung (85) Genüge leistet, lässt sich sehr 
leicht nachweisen. 

Es ist n&mlich: 

|(n4-a^)aj^"^'""^*daj==nJaj^-^^*-«*daj+Jaj^e^«-«*daj 

Das letzte Integrale gibt nach der Methode des theilweisen Integrirens 
behandelt ; 


es ist somit das in (88) stehende y gleich: 


y=o.^ + ^." + c.{n-^)^j.'-.'---i 


X 


was, abgesehen von den constanten Factoren, Tollkommen mit dem y über- 
einstimmt, welches wir in (87) aufstellten, und welches das yollstBndige Inte- 
grale der Gleichung (86) ist« 

§. 66. 

Setzt man zweitens in der, in §. 61 aufgestellten Gleichung 

l = — ß 
80 gehen die Gleichungen (76) und (77) für diesen Fall über in: 

n(/J_«)»(l-C) + 0}-a)(5 + 2C-4)+^ = O 

und 

(«-/»)• (2- 0=0 
voraos 

ond 

_ A . B 

folgen, somit ist: 
{n-\-x)e-'"[xy"'-\-[B-^2-(2tt + ß)x]y" + 

-\-[A-B(a+ß^—A«-\-ia'+2aß)x]y'-\-[2tc'+ttßB-ßA-tt'ßx]y] = 
4[«~'"{«(n + «)y"+[n(5 + l)+(5-2an)«-2aa!«]y' + 
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Die Fo^^e hievon ist, dass die Differential - Gleiohung : 

xy"+[B + 2-{2a + ß)x]y'+[A-B{a + ß)-4a+{a^ + 2aß)x]y^^ 

+ (2a^'^aßB — ßA—a^ßx)y = (89) 

folgendes Integrale habe: 

x{n + x) y'+ [n (5 + 1) + (5 ~ 2an) a? — 2ax^] y + 

+ [nA--nBa--2an — B + ßn + x{na^ + A—Ba)+a^x^]y = K^' 

in welchem K eine willkürliche Constante bezeichnet, oder was auf dasselbe 
hinauskömmt, dass die Gleichung' (89) mit nachstehender Gleichung: 

x(n + x) y'+ [n (ß 4. 1) -|- (5 - 2an) x — 2ax'']y + 

+ [nA—nBa — 2an—B'\-ßn + x(na^ + A — Ba)+a^x^y = (90) 

zwei particuläre Integrale gemein hat. 

§. 56. 

Will man das Integrale der Gleichung 

xy"+[B + 2''{2a-\-ß)x]y'+[A-^B{a + ß)--4a'\-(a^ + 2aß)x]y + 

+ {2a^-\'aßB — ßA — a''ßx)y = (89) 

haben , so construire man zuerst den Bruch -^ 
Es ist fttr die Gleichung (89) 

o; ~" (1* - «)• i" u— a "^ u-ß 
Nach Seite 25 der zweiten Fortsetzung meiner Studien hängt das Inte- 
grale der Gleichung (89) von dem Integrale der Gleidiung: 

xz'^ {B — 2ax)z+ (4 — Sa + cc^x) z = (91) 

ab, und zwar auf folgende Art. Es ist: 

y = z — ßz 
Integrirt man daher die Gleichung (91), so erhält man z, und setzt man dann 

y=z^ßz 
so hat man zwei particuläre Integrale der Gleichung (89) gewonnen. 

§. 57. 
Ich will nun zeigen, dass wenn man aus den beiden Gleichungen 

ajg" + (S — 2ax) z + {A — Ba + a^x) z = (91) 

und 

y = z ^ßz (82) 

das z eliminirt, man zur Gleichung (90) gelangt, vorau$gesetzt, dass 

_ Ä , B 

ist. 

Aus den beiden Gleichungen (91) und (82) folgen: 

ajz" + (JB + l-2,aaj)z' + (4— B« — 2« + a«a?)« +««« = (92) 


&9 

ood 

2' =y + ß^ 

Setzt man nun in (91) und (92) für z', z und z' die so eben aufge- 
stellten Werthe^ so erhält man die zwei Gleichungen 

a?y + [S + OJ - 2«)ajJ y + [^ + B (/J _ «) + («-/»)•«?] a = 

und 

xy"+ [J5 + l + (/J-2a)x] y +[-4 + iB (/»-«)+/»- 2« + («-/J)«a:]y + 

+ [^^ + Ä (/»• - «« 4- (a - |5)« + p (« - p)« aj] 2 = 

Diese yereinfachen sich, wenn man in ihnen statt A-\- h (ß — a) seinen Werth 
n (j3 — a)' setzt, man erhält n&mlich alsdann die zwei Oleichungen 

<ey +[B + iß-2a) x]y + ia-ß)^{n + x)z = 
und 

xf i. [B + 1 + iß -2a)x]y + [ß -^ 2a + {a- ßy (n + X)] y + 

4- (« - ft' [1 4- ^ (n +- aj)] 2 = 
Eliminirt man nun aus den beiden letzten Glejichungen das z, so gelangt 
man zur Gleichung (90) wie leicht nachzuweisen ist. 

Will man daher das Integrale der Gleichung 

x{h + x) y + [n (B 4- 1) + (i5 — 2an) x — 2ax^ y + 

+.[nA — nBa — 2na — 5+/Jn4-aj(4— Ba4-»a') + a'aj']y =-0 (90) 

kben^ so integrire man vorher die Gleichung 

ajz"+ {B — 2ax).z-\- {A—Ba-\- «««) 2; = (91) 

Hat man z gefunden, so ergibt sich dann das y aus folgender Gleichung: 

y = z'-ßz (82) 

nnd dies ist das yollständige Integrale der Gleichung (90). 

§. 58. 
Nun kommen wir zur Besprechung desjenigen Falles, in welchem für die 
Differential-Gleichung (73) der Bruch ^ folgende Gestalt hat : 

Pi. -. ^ i ^ I ^ I g 

(siehe Seite 32 der zweiten Forts, meiner „Studien^). Die Gleichung (73) lautet 
in diesem Falle, wenn man in derselben m = setzt : 

«r+(C— 3aaj)/ + (B— 2aC4-3««a5)y'+(4 — B« + Ca«-a*a5)y = 

es ist sodann 

a, = 6, = 1 

aa = C 69 = — 3a 

Ol = JB — 2aC \ =3«« 

a^ = A— Ba-^Ca^ \ = — o? 


eo 

Setzt man mm, so wie früher: 
e*" (n + ») [xy'" -f (C— 3«») y" + (B — 2a C+ 3«««) y' -\- 

+ {A-Ba+ Ca' - «»«) y] = ^^ {«*' [a> (n +x) y"+ Py' + Qy]] (93) 
80 findet man ans der Gleichung (76) 

Die Qleichnngen (76) nnd (77) gehen über in 

A = 
worans 

A = B = 
folgen. 

Die Gleichung (93) geht hiednroh fiber in 
(ti-^x)e~"[xy"'+ (C-3ax)y"+ (- 2«C+ Ztt*x)y' -\- (Ca*— a'x)y] = 

-^ {e-"[x (n + «) j^' + Py'+ Qy]] 

Hieraus folgt: 

(n + x) [(C - 3««) y" + (— 2a C + Sa««) y' + (Ca* — a»a;) y] = 

= [n+ (2 — «n) x — ax'-\-P]y"-hiF — aP-\- Q) j/ + iQ' - aQ)y 

somit muss sein 

(n -I- x) (C— 3ttx) = n + (2 — c n) « — aas« + P 
(n 4- x) (— 2aC+ 3a«aj) = F — uP-{-Q 
(n + ») (Ca" — c^x) = Q—aQ 

Aus der ersten dieser drei Gleichungen folgt: 

P= w (C — 1) + (C— 2an - 2) a> — 2««« 
aus der zweiten folgt: 

Q = an + 2 — «nC— C+ (a'n — aC+ 2a) » -f «'«' 
Die dritte Gleichung wird hiedurch identisch, somit hat man: 

(n + x) «"■ *' [xy'" + (0 — Saas) y" -f (— 2 a C -f- 3a««) y' + (Ca*—i^,x) y] = 

= ^ K"[" (" + *^ y"+ t" (^-^^ + (C-2«n-2)« - 2ax^y' + 
+ fan-f2 — cnC — C+(a»n— «C+2a)aj + a«a;»]yl| 
Hierans folgt nun erstens, dass die Differential-Gleichung 

onf + (C— 3 «») y" -f (•- 2 a C + 3a»a!) y' + (Ca' — a»a) y = (94) 
das Integrale 

«(« + «) y" +[«(<?—!) + (C— 2«n - 2) aj— 2aa!«] y'+ 

+ [cn + 2 — cnC— C+ (a'n— aß'+ 2a) a? + c'a;«] y = Z«" 
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hat, and dass fnmer die Differential - Gleichung (94) mit der Differentiai- 
Gleichung 

SB (n + sc) y"+ [n (C— 1) + (C— 2an — 2) sc — 2aa5«] y' + 

+ [an + 2 — «nC— C+ (««n — aC + 2c) a; + a«a!«]y = (96) 

zwei particol&re Integrale gemein hat. 

§.59. 

Das Integrale der Oleichnng (94) lässt sich leicht finden. Setzt man 
närnUch in (94) 

JUX TT 

y = e Y 

80 eihUt man 

woraus 

Y^Cjaj + Ci + Caaj*"^ 
folgt, es ist somit 

das vollständige Integrale der Gleichung (94) (7|, C^^ C7, bedeuten willkür- 
liche Constante. 

Setzt man nun den so eben gefundenen Werth von y in die Qleichnng 
(95), so erhält man als Substitutions-Besnltat 

und diess wird Null, wenn der in der eckigen Elanmier stehende Ausdruck 
Null wird. Hieraus folgt: 

somit ist 

y = e"[c;(« + «.-g=i) + c. «»-<'] 

das Yollständige Integrale der Gleichung (95), C^ und Q bedeuten willkür- 
liche Constante. 

§. 60. 

Für C = 2 tritt eine Ausnahme ein. 

Die beiden Gleichungen (94) und (95) gehen fDr C = 2 über in : 

«y "+ (2 — 3««) y"+ (3a»aj - 4«) y + (2a« - «»«) y = 
und 

«(»+ aj)y '+ [n — 2anx — 2ax^]y' + (— «n + a^nx + a^x^ y = (96) 

Der ersteren dieser zwei Gleichungen wird genügt durch 

y^J^'iC^x+C^+C^logx) 
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Selxt man dkseü Werth von y in die Gleichung (96), so erhält man als 
Snbstitutions - Besultat 

6«* (- (73+ C;n) 
da dieses Null sein soll, so ist das Integrale der Gleichung (96) 

y = 6"'' [C; {x-^nhgx) + Q] 
unter C^ und C, willkürliche Constante yerstanden. 

Das so eben gefundene Besultat ist leicht zu verificiren. Denn setzt man 
in (96) 

ax 

y=e z 
so erhält man die Gleichung 

o; (n + 05) »" +• n« = 
der in der That genügt wird für 

« = (7j (o? + n fcgf 05) + Cj 
unter C^ und C^^ willkürliche Constante verstanden. 


Bruch ^ die Gestalt 


§. 61. 

Wir kommen nun zur Besprechung desjenigen Falles, in welchem der 
El 

hat. Die Gleichung (73) lautet in diesem Falle: 

«y"-f l- « (« + ß) •+■ ^] y"+ [A + B + maß-{a + ß)x]y + 

+ (—Aß — Ba + aßx) y = 

Es ist somit: 

Og = — m (« + /J) 6, = 1 

«4 = j1 + 5 + maß b^^ — a — ß 

0«= — Aß — Ba bQ=^aß 

Die Gleichung (75) geht hiedurch über in: 

A«+ {a + ß)X + aß = 
und hieraus folgt 

A = — a oder A = — ß 
Setzen wir 

A = 7- /J 
und construiren wir sodann die Gleichungen (76) und (77) so erhalten wir: 
— B€cn -{' na — A — B + 2 -^-nßB — nß + wa/J — m/J«=± 

und 

{B — 2)(ß — a) = 
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ans welchen 

folgt. Wir erhalten demnach in dem yorliegenden Falle folgende Identität: - 

+ {'-Äß--2a + aßx)y} = 
= -T- le""^*| w (n + ^) y" "I" [ — ^wa — w 4" (w — w*a) aj + a?'] y' + 

+ [nA + n^^mß + ?»«,+ (-4. — na) «j — «cc*) y j| 

§. 62. 

Aus der eben aufgeschriebenen Glachnng folgt, dass die Differential - 
Gleichung 

my'" +[-m{a + ß) + x]y'+[A-h2 + muß - (a + ß) x] y + 

4- (_ 4 |5 — 2« + aßx) y = (97) 

das Integrale 

m (n + fic) y" -f" [ — mna — m -{- {n — ma) x + ^] y + 

+ [nil -^ n — mß + ma -{- (A — na) x — ax*] y = K eP^ 

habe; femer hat die Gleichuug (97) mit nachstehender Gleichung 

fw (n + ac) y" -{- [ — mna — m + (n — wla) x -{- x^y -^ 

+ [n i4 + n — mß + wi« + (^ — na) x — ax^] y = (98) 
zwei particuläre Integrale gemein. 

Die Gleichung (97), nach der Methode von Laplace behandelt, fährt zu 
dem Bruche: 

Nun sieht man aus der zweiten Fortsetzung meiner ^^Studien*' Seite 37, 

dass das Integrale der Gleichung (97), da ^ = 2 ist, von dßm Integrale der 

Gleichung 

mz" -\- (x — ma) z -{- (A — ax) z = (99) 

abhängt, und zwar ist 

yzsz' ~ ßz (82) 

Ich behaupte nun, dass wenn man aus den zwei letzten Gleichungen z eliminirt, 
und die Bedingung 

in Bechnung bringt, man zur Gleichung (98) gelangt, so dass daher das voll- 
ständige Integrale der Gleichung (98) gefunden wird, wenn man aus der 
Gleichung (99) das z sucht und dann 

y = z'^ßz (82) 

setzt. Wie man nun vorzugehen haft, Um ans den beiden Gleichungen (99) und 
(82) das 2; zu eliminiren, wurde wiederholt gezeigt. 
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§. 63. 

Ist 

' (siehe zweite Forts« meiner nStadien«, Seite 37), so hat man die Gleichung 

«y" + (x—2am) y" + (jB + ma« - 2aa?) y' + (^ — ßa + ««i?) y = 
und nun setzen wir voraus es sei: 

Zur Bestimmung von n, P und Q dienen folgende Gleichungen: 

P = — («mn + »») + « (n — «w) + *' 
Q = n (5 — 1) + « (B — 2 — n «) — « :c« 
il«H-nil — 5 + 2 = 

Aus der letzten Gleichung folgt: 

4 = 5 = 2 

somit ist folgende Gleichung identisch: 

(n+ic) e" "*{*wy" + (« — 2am)y" + (2+«i«* — 2aa?)y +(«** — 2a)yl = 
= -j- {«"""*[»» (n + «)y"4-( — «wn — m — iafna5 + nar4-«*)y + 

-|- (n — naa? — a^')y]} 
Demnach ist das Integrale der Gleichung 

wy"+(^ — 2«m)y'+ (2 + ma« — 2aaj)y + (««« — 2a)y = (100) 
folgendes: 

m(n-|-»)y'+ ( — amn — w — amaj + «aj+x')y'-)-(n — nax — a^y^=iKe* 
oder, was auf dasselbe hinauskömmt, die Gleichung (100) und die Gleichung 
m{n'\-x)y"'\'{—amn — m— afnaj+fia:+aj')y + (n— nax — a«')y=0 (101) 
haben zwei particuläre Integrale gemein. 

Die Gleichung (100) wird befriedigt fELr 

y=t 
Setzt man sodann in die Gleichung (100) 

zdx 


y=»"j* 


SO erhält man zur Bestimmung von z die Gleichung 

wä" + (« + m«) sj' -|- 2a = 
welche nach der Formel (129) meiner „Vorlesungen Ober die Integration linearer 
Differential-Gleichungen^ folgendes Integrale liefert: 


z 
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somit ist das vollständige Integrale der Gleichung (100) 
and hier bedeuten (7|, (7,, C?3 wilMrliche Constante. 


(102) 


•* daj 


§.64. 

Der Gleichung (101) genfigt folgender Werth von y 

««_ 

y=« 

Das vollständige Integrale der Gleichung (101) ist demnach: 

y=e~*"J(n + <B)« »•" dx (103) 

Setzt maa in die beiden Oleichnngen (101) und (103) 

y= 6 % 
80 erhält man die Gleichung : 

w(n + x) z+[{amn — m) +{am + n)X'^ x^z + (n — am)z = (104) 
und ihr genflgt: 

2 = 6 »~ J(n-fT)« 

oder anders geschrieben: 

« = e *•" J(n + «)e *~ dx (105) 

Setzt man behufis weiterer Vereinfachung in (104) und (105) 

X -j- ma = I 
80 erhält man statt der Gleichung (104) die Gleichung 

m(6 + n-m«)g+[l'+(n-ma)$-m]^+(fi-am)» = 
^d ihr genflgt 

sj = fl ^J(|-{-n — ma)e *"*d6 

Setzt man schliesslich in die beiden letzten Gleichungen 

n = ma -f- & 
80 genfigt der Gleichung 

m(l + Ä)5|!+(«'+*«-m)Jj+*» = 
das Integrale 

2 = a »-J(| + i)6 *-dJ 
^ bedeutet hier eine beliebige Constante. 

Bpitier, Nene Studien. S. FortMtraoiP 6 
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§. 65. 

Ist 

so hat man die Differential-Oleichung 

Vy" + (»> — «P) y" + (« — aw) y -I- (i4 — ax) y = 
and nnn setzen wir 

e" "* (m + x) [py" + (^ — «p)/ + (* - ««) y + (^ — ««) yj = 

= Ä 1^"" fP («» + «')/ + Py + Qy]} 

Aus dieser Qleichnng folgt: 

{m -{- x) (n — ap) = |> + -P — ap (m + *) 
(«i 4-x) (x — an) = P' + Q — aP 
(m + «) (-4. — ax) = Q' — a Q 

und hieraus ergeben sich nachstehende Oleichungen: 

P = mn — p + w« 
Q = — n — cLp •\- mx + x' 
(il — 2) a? -f" •'»■4 — m — «n — a'p = 
Ans der letzten Gleichung folgt 

A = 2 m = an '\- o?p 
somit findet folgende Gleichung identisch statt: 

c"""* (x '\- an + a^p) [py" -^r {^ — ^f) y" + {^ — ^n) y •{■ (2— ax)yl = 

= ^ I«" "* [P (an + «V + «) y" 4- («n« 4- a^pn — p + nx) y + 

+ ( — n — ap '\- anx + «*p« + x*) yj> 
und somit haben nachfolgende zwei Differential-Gleichungen 

py" + (»» — ap) y" + (« — ^n) y' + (2 — aaj) y = 
und 

p (an -f" a'p + ®) y" + {^^^ 4* «'p** — P "l" n^) v' 4" 

[ — n — ap + (an + a'p) 05 + 05^] y = (106) 

zwei particuläre Integrale gemein. 

§. 66. 

Aus der zweiten Fortsetzung meiner ^Studien^ Seite 47 sieht man, dass 
die zwei Differential-Gleichungen 

py " + (»^ ~ ^V) y" + (x — a n) y + (2 — aa;) y = 
und 

pz' -f- n« -)- 852 = (107) 

Integrale haben, welche in folgendem Zusammenhange stehen: 

y = z —az (82) 
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Ich will nun zeigen, dass wenn man aus den beiden Gleichungen (107) 
und (82) das z eliminirt, man zur Gleichung (106) gelangt. Nach dem im 
§. 49 dieser Schrift befolgten Vorgange ist 

z z z und z 
aus folgenden fünf Gleichungen zu eliminiren: 

pg" + n25' 4- «2 = (107) 

fz" + nz -)- xz 4-2 = 

Z :=z y '\- uz 

Z = y -f «y 4- a«2 

2 = y + ay + «'» + «'« 

Setzt man die Werthe von /, z\ %' in die ersten zwei der hier stehenden 
fünf Gleichungen ein, so erhält mim: 

Vy + («P + »i) y + (a'p 4-wa4-aj)« = 

P y" 4- («p + «) y' 4- («'p 4" **« + ®) y 4- («'p 4" « «' 4- «35 + 1) ^ = 

Eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen das z^ so gelangt man zur 
Gleichung (106). Will man daher die Gleichung (106) integriren, so integrire 
man vorher die Gleichung (107) und nachdem man aus derselben das z ge- 
funden hat, ist das y leicht zu bestimmen, denn man hat dann 

y = z —az (82) 

Wir erlauben uns noch zu bemerken, dass die Gleichung (106) ein Special- 
en der Gleichung 

(o^ 4- \x) y" 4- (oj 4- 6, x) y 4- {% 4- K^ + <?o«*) y = 
isi:, welche bisher noch nicht integrirt werden konnte. 

§. 67. 

Die wichtigst^e FoIgeruDg, die man aus dem in diesem Abschnitte Vor- 
getragenen ziehen kann, scheint mir die zu sein, dass man stets im Stande ist, 
aus den beiden Differential-Gleichungen 

K + ftx) 2" 4- («1 + ß,x) t! + («0 4- ßo^) z = 
und 

y = z' 4- ^ 2 
in welchen cc^ ßq, cc^ß^, a^ ß^ und l beliebige Gonstante bezeichnen, das z zu 
eliminiren. Die aus dieser Elimination hervorgehende Gleichung hat die Gestalt : 

(aq + Kx+c^x^)y'' + {a, + b,x+c,x^)y''\-{a,+b^x+€oX^y=0 (108) 
wobei die in dieser Gleichung vorkommenden neun Gonstanten 

Oqb^Oq Ol 6, C| Oo *o ^0 
von den sieben gegebenen C!onstanten 

«8 A «1 ft «0 ßo ^ 

abhängen. 

Die Gleichung (108) , deren Integration im Allgemeinen bisher nicht gelang, 
lässt sich aber stets in den Specialfallen, zu welchen wir in diesem Abschnitte 
kamen, integriren. 


Dreizehnter Abschnitt. 


§. 68. 
Integration der Gleichnng 

ajy<-) _ (ni + n — 1) y^* ~*^ = x^y (109) 

für reelle, ganze positive Werthe von n. 

Ich habe Seite 129 meiner „Vorlesungen über Integration linearer Differential- 
Gleichungen^ die Gleichung 

a^y^*^ + (m 4- n - 1) y^**""'^ = «~y 
integrirt, und daselbst 

gefunden, wo 

ist Nun gehe ich zur Integration der Gleichung (109) ; ihr Integrale bestimme 
ich nach der Methode, die ich auf Seite 94 meiner „Neuen Studien*^ ausein- 
andersetzte. Sind nämlich gegeben die zwei Differential -Gleichungen 

a^y^""^ - ma^^'y^''^'^ = ay (110) 

und ist 

z = F{x) 
bekannt, so ist: 

vorausgesetzt, dass 


Ä = 


m — pk 


n — p 

eine reelle ganze positive Zahl ist. Wird das hier aufgestellte y entwickelt, 
so nimmt es folgende Gestalt an: 

y = A^F{x) '{'A.xr (x) -\-A^x^r'{x) +... + Akx'' P^^^x) 
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§. 69. 

Geht man, statt von den beiden Gleichungen (110) von folgenden zwei 
Gleichungen ans: 

fljy**' — (m -I- n — 1) y<" - *> = x" y (109) 

so hat man in die Formel (111) zu schreiben: 

statt p die Zahl 1 — m 

n "»n n »» + »1 — 1 

» « » ■ 1 

j. f* » » 
es ist somit 

Wird nun die hier angezeigte Differentiation durchgef&hrt, so erhält man : 

Fflhrt man die Substitution u= 1 durch, so erhält man 

oder, wenn man den constanten Factor r—t r^ weglässt : 

Nun ist ferner 

Dies geht ItLr u = 1 in f über, demnach hat man : 

{d / u — l \\ n + m — 2 / 1 — u \ n + w — 2 

und dadurch wird 

y={l^n) F(x) +xF'{x) 

§. 70. 
Ist daher die Gleichung 

ajyC-) _ (m + n - 1) y^*- *> = «"»y (109) 

ZQ integriren, so integrire man vorerst die Gleichung 

(n) m — 1 
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und hat man sie integrirt, so ist 

y = xz -)- (1 — n) « 

das Integrale der Gleichung (109). Hieraus ergibt sich der merkwürdige Satz, 
dass die Gleichung (109) das Besultat der Elimination von z aus nachstehenden 
zwei Gleichungen ist: 

y = XZ + (1 — w) 2 

und dies wollen wir nun direct nachweisen. 

Aus 

y = xz' + (1 — n) z 

folgt durch n — 1 maliges Differenziren 


und da 


ist, so hat man: 


y<—^> =,«,<-> 


«c») = a?--^g 


y('*-^> = ««^ 


Wird diese Gleichung einmal differenzirt, so erhält man: 

y = SB aj -j- mx z 


hieraus folgt: 


oder 


_ (m) m4-l f t m 

a:y^' = a5 ^ z + mx z 


a,y<»>_niy^--^) = aj- + ^^' 


Nun ist: 


x'^y = aj"* + ^2'+ (1 — n) a?"« 
Durch Subtraction der beiden Gleichungen folgt: 

^y — ^ y — ''^y ' = (n — \)x z 

oder auch 

woraus folgt : 

xy^^'^ — im + n— l)y^*"'^ = x'^y (109) 

was nachzuweisen war. 

§. 71. 
Wäre zu integriren die Gleichung: 

a.y(-> — ;i (m + n — 1) y^"-'^ = x'^y (112) 

wo A und n reelle ganze positive Zahlen bedeuten ^ so hat man auf gleiche 
Weise, wie in §. 69 vorgehend, in die Formel (111) zu schreiben 
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es ist daher: 


statt p die Zahl 1 — m 

7» ^ n 

» 

A (m + n — 1) 

n ö 7, 

7» 

1 

l 

/ d^ \f{ux) 

/_ 

u-l V+^' 


]L. 


das Integrale der Gleichung (112) und man hat, um dieses y in ent- 
wickelter Oestalt aufzustellen, den in der eckigen Klammer stehenden Aus- 
druck ^mal nach u zu differenziren und dann nachdem diess geschehen ti = 1 
zu setzen. 

§. 72. 

Die zwei Differential -Gleichungen: 

xy^"^ - (^ + 1) (m + n - 1) »^--'^ = a-y 

«.«(•*) _ A (m + n - 1) a^"-'^ = x'^z (113) 

haben Integrale, deren Zusammenhang sich aus der Formel (111) ergibt,, wenn 
man in dieselbe setzt: 

statt p die Zahl 1 — m 

n '^ V V (A + 1) (m + n — 1) 

» « 7> n 1 

7) /* « 7» ^(m + n — 1) 

7) '* n 77 -^ 

Man erhält dann, falls 

z=i F{x) 
gesetzt wird 

^ - I A r F(u x) /_JtZll_Vl \ 

Dieses j^ gibt entwickelt: 

+ (n> + n-l)» [^^^^^) _ (^^ + ^n - X + 1 --m) /^(oj)] 
Nun ist nach dem Früheren 

folglich hat man: 

— _ w + w— 2 ri / N I ag.P(a?) — (Am + ^n — ^ + 1 — w)JP(a;) 
J' "" (m + w - 1)« ^ ^®^ '•' (m + « - 1)» 
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oder kürzer 

y = — {m + n — 2)F{x) -^ xJT {x) — {Xm + In — l + 1 — m) F{x) 
und diess gibt reducirt: 

y = xW {x) + [{X + 1)<1 — n) - Xm]F{x) (114) 

Es hängen somit die Integrale der zwei Differential - Gleichungen : 

a^y^"^ - (A + 1) (m + n — l)y^-"'^ = x'^y 
und 

aJ2^"^ — A (m + w — l)z^*~*^ = aj^z 

auf folgende Weise zusammen. Es ist: 

y = a;2r+[l— n — A(fii + n— l)]z (114) 

§. 73. 

Lauten die zwei vorgelegten Differential - Gleichungen so: 

ajy^**^ _ 2 (m + n — 1) y^"* - '> = aj~y (115) 


und 


xz 


(••) 


— (m -I- w — 1) 2^*""'^ = aj"*« (109) 

80 ist: 

y = xz — (m -|- 2n — 2)z 

und da wir das Integrale der Gleichung (109) bereits im §. 70 gefunden haben, 
so lässt sich mittelst desselben auch leicht das Integrale der Gleichung (115) 
aufstellen. Das Integrale der Gleichung (109) ist nämlich 

z = xF{x) — {n — V) F(x) 
wobei F{x) der Gleichung 

F^''\x)=x'^''F(x) (116) 

genügt. Es ist somit das Integrale der Gleichung (115) 

y = x [xF^ix) — (n— l)F(x)]'— (m + 2n - 2) [xF{x) — {n — l)F{x)] 
oder entwickelt: 

y = x^r'{x)-\-{^ — 5n-m)xF{x)'\-{n—l){m + 2n — 2)F(x) 

wobei F(x) aus der Gleichung (116) ermittelt werden muss. 

§. 74. 

Ich habe Seite 42 meiner neuen Studien für die Differential - Gleichung 
dritter Ordnung: 

y"'=3majV-|-3m(2A + 3il + 2)ajy' + 3w(A + l)(A + 3il)y (117) 

in welcher 

i>il>0 

ist, ferner m eine willkürliche Zahl und X eine reelle ganze positive Zahl be- 
zeichnet, folgendes Integrale aufgestellt: 
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y= 


d' 


1 1 

J^ [Cije"""«^"* (l-«r^"*d« + Ciajje"'"'t»'*-*(1 -«)--*<?«] (118) 



wo C| und (7, willkürliche Gonstante bezeichnen. Da die Gleichung (117) 
von der dritten Ordnnng ist, ihr in (118) stehendes Integrale blos zwei will- 
Urliche Gonstante hat, so kann die Oleichung (118) nicht das vollständige 
Integrale der vorgelegten Differential -Gleichung sein. Wir stellen uns daher 
die Aufgabe , jene lineare Differential - Gleichung zweiter Ordnung zu suchen, 
der genflgt wird durch den in (118) aufgestellten Werth von y. Aus Seite 41 
meiner neuen Studien sieht man, dass die Differential-Gleichung 

z'= SmajV-h dAmxz (119) 

in welchen m beliebig, und A zwischen Null und zwei Drittel liegt, genflgt 
wird durch 

1 1 

2=C;j6"'**''tt^-'(l-w)-^-*du + Ciajj6'"'**'u^-*(l-u)-^dtt 



Eliminirt man daher aus den beiden Gleichungen 

y = z 

das 2, so erhält man jene lineare Differential-Gleichung zweiter Ordnung in y^ 
der genflgt wird durch den in (118) stehenden Werth von y fflr den Special- 
iallA=l. Aus (119) folgt: 

y = Zmx^y + ^Amxz 
Differenzirt man diese Gleichung so erhält man: 

y"= 3wajV+ 3iiiaj (2 + 3i4) y + 9Amz 
Durch Elimination von z aus beiden letzten Gleichungen ergibt sich 
xy"— (3maj» + 1) y — 3 {ZA -f- 1) m««y = 

nnd diess ist die gesuchte lineare Differential-Gleichung zweiter Ordnung, der 
genügt wird, durch den in (118) aufgestellten Werth von y fflr den Special- 

faU ;i = 1. 

§. 75. 

Eliminirt man aus den beiden Gleichuhgen 

z' = 3«iajV + 9-41»»« 

das z, so erhält man 

y = StnsB*/ -j- 9Amxz * 
Durch Differenziren erhält man: 

y' = Smx^y -f- Qmxs^ + QAmxz' + 9Amz 
oder geordnet: 

y' — 3m^«y = 3 (2 + 3A) mxz + 9Amz * 
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DüDTerenzirt man neuerdings, so erhält man 

/ — 3majV — 6i»«y = 3 (2 + 3i4) mxy + 3 (2 + SA) mz + ^Amz 
oder geordnet: 

/ — 3mxV— 3maj (3-4 ^- 4) y = 6fii (3^ + 1) 2 * 

Eliminirt man ans den drei mit einem * bezeichneten Gleichungen das 
z und z^ so erhUt man 

x^y" - X (3ma» + 2) / + [2 — 3m (2 + 34) aj»l y = 

und dieser Gleichung genügt der in (118) stehende Werth von y für den Special- 
fall ;i = 2 u. s, f. 

§. 76. 

Seite 92 der ersten Fortsetzung meiner y^Neuen Studien'' habe ich gezeigt, 
dass der integrirende Factor z für die lineare Differential - Gleichung dritter 
Ordnung 

y'"-|-X.y" + ^y' + ^oy = (120) 

gefunden wird, wenn man die lineare Differential-Gleichung 

z'" - -X,«" -H (^ - 2X^ z' - (-X,"— Jf,' + io) 2 = (121) 

integrirt. Hat man aus dieser Gleichung z gefunden, so setze man, wie es in 
der erwähnten Arbeit heisst 

man erhält sodann 

L = X^ — N 

M = X, ^X^'+N'—Ä^N-\-lP 
und das Integrale der Gleichung (120) ist 

« (y" + Ly' + My)=C 
wo C eine willkürliche Gonstante bedeutet. Ich stellte mir nun die Frage, ob 
es möglich sei, dass die zwei Differential-Gleichungen (120) und (121) identisch 
werden? Sollen die beiden Gleichungen (120) und (121) identisch werden, so 
muss sein: 

-A| ^ JL^ — ^ JLq 

-Xq = — ^' + Aj — X^ 

aus ihnen folgen: 

-X,=0 

Xq = |Z, 

Die Gleichung (120) müsste somit lauten: 

Z'+^i» +i^/y = (122) 

und ihr integrirender Factor ist 2 = 9. 
Nun hat man weiter 


TO 


Die letzte GMohimg liefert 




Es ist daher das Integrale der Gleichung 

folgendes : 

y(y" + Ly' + My) = C 

imd wenn man in selbe f&r L und M die gefundenen Werthe setzt und redncirt: 

2yy'-y^ + X,y^=C (123) 

anter C eine willkürliche Gonstante verstanden. 

Sucht man daher fflr die Gleichung 

y'"+X,y' + ^X,'y = (122) 

den integrirenden Factor 0, so ergibt sich dieser durch Integration der Gleichung 

Eieraus folgt 

ond das Integrale der Gleichung (122) ist : 

2yy"-y»+^y'=C (123) 

wobei C eine willkürliche Gonstante bedeutet. 

§. 77. 

Der Differential - Gleichung (122) sind wir wiederholt begegnet. Zuerst 
trat diese Gleichung auf in einer Arbeit von Liouville, und zwar im vierten 
Bande* seines mathematischen Journals 1839, Seite 430, dann in der zweiten 
Fortsetzung unserer ^Studien^ Seite 21, femer Seite 138 unserer „Neuen 
Studien^, Seite 54 der ersten Fortsetzung unserer „Neuen Studien^. Auch die 
Gleichung 123 begegneten wir und zwar gleichfalls im mathemat. Journal von 
Liouville. M. Besge kam auf dieselbe im 18. Bande des genannten Jour- 
nals, 1873 Seite 139. Die Integration der Gleichung (122) ist leicht durch- 
^bar. Setzt man nämlich in (122) 

80 erhält man die Gleichung 

22z"+ 6z'z'+ 2Xzz' + ~ 2« = 
welche folgende Schreibweise gestattet: 

^d dieser wird genügt, wenn man 

setzt. Ist das Integrale dieser Gleichung 

a =: C, «1 + Ci^g 
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unter C^ und C, willkflrliche Gonstftnte verstanden, so ist das Integrale der 
Gleichung (122) 

unter A^ B^ C willkfirliche Constante verstanden. 

§• 78. 
Sucht man den integrirenden Factor fUr die Gleichung 

xy'"'^ay"—hxy = (i (124) 

in welcher a und h constante Zahlen bedeuten, so gelangt man zu der linearen 
Differential-Gleichung 

ar»2'"— ax^z'' + 2axz' -f (6ä» — 2a) « = (125) 

welche ich in der zweiten Fortsetzung meiner »Studienu Seite 62 int^riren 
lehrte. Allein ich fand einen einfacheren Weg, die Gleichung (125) zu inte- 
griren. Differenzirt man nämlich die Gleichung (125), so gelangt man zu der 
Gleichung : 

xt!"'-^ (3 — a) z"'\- hxz' + 36« = 

Setzt man in selbe 

z — Z' 

so kömmt man zu der Gleichung 

a.Z<'> 4- (3 — a) Z^^^'tH hxZ" + 3JZ" = 
welche sich folgendermassen schreiben lässt: 

{xZ!"-'aZ:' + hxZ)" = 

woraus man sieht, dass die Integration der Gleichung (125) abh&ngt von der 
Integration der eben so schwer zu integrirenden Gleichung 

§. 79, 

Im 15. Bande von Cr eile 's n Journal f&r Mathematik« Seite 138 kOmmt 
in einer Arbeit von Herrn Kummer die Beihe vor: 

1 i «y I «(«+!) y' ■ tt(«+l)(tt+2) y» «(tt+l)(tt-f 2)(«+8) jf^ , ,-oi.x 

■^ y "^yCy+O'a! "T" y(y+ i)(y + 2) 'si ■t-y(y4.i)(y+2)(y + 8) UI ■^"- ^^^'^^ 

und es wird daselbst nachgewiesen ihr Zusammenhang mit der hypergeome- 
trischen Beihe 

/'l«,p,y,{B;-li- y.aJi- y(y+l).l.2 -^ + y(y+l)(y + 2) ,1.2.3 ^+-" 

es ist nämlich die Beihe (126) gleich: 

F ^a, n, y, ^^ für n = oo 

Ich kam in meinen Vorlesungen Seite 14, als ich die Gleichung 
{m-\'X)y'+[A^'B— (a+/J) (m+aj)]y'-)-[-ilj8— 5a-h«i8(w4-x)]y =0(127) 
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in dem Falle int^prirte, in welchem A nnd B positive echte Brüche sind, zu 
folgendem Integrale: 

y_C, C l^^ 8^^^ 8{8+l) ' 2!^ «(,-|.i)(« + 2) • S! ^--J^ 

Hier bedeuten 

A + B = s 

m + * = $ 
und Cj und (7, willkürliche Gonstante. Es kann demnach das Integrale der 
Gleichung (127) so geschrieben werden: 

wobei die Zahl n = cx> ist. 

§. 80. 

Ich stelle mir nun die Aufgabe, jene lineare Differential-Oleichung der 
zweiten Ordnung aufzufinden, der genügt wird durch die beiden Wurzeln der 
Gleichung 

y^ + Py+Q = (128) 

in welcher P und Q gegebene Functionen von x sind« Aus (128) folgt: 

y = i(- P ± l/pTZ-jQ) (129) 

somit lauten die beiden particularen Integrale y^ y^ der zu suchenden Differential- 
Gleichung 

y, = |(-P + l/ f^^TQ ) 
Das vollständige Integrale der zu suchenden linearen Differential-Gleichung ist : 

wofür man auch 

y = AP+B VP^ — AQ (130) 

schreiben kann ; (7i , C, sowie A und B bedeuten willkürliche Gonstante. Diffe- 
renzirt man die Gleichung (130) zweimal nacheinander nach x und eliminirt 
man aus (130) und den zwei durch Differentiation aus ihr hervorgehenden 
Gleichungen die zwei Gonstanten A und B, so gelangt man zu der Gleichung 

(P« _ 4 Q) (2P' Q - PQ') y" + (131) 

4.(;(P«_4 Q) (PQ"— 2P" Q) +PP' (2P' Q-PQ!)—PQ' (PP — 2Q')]y + 

+ [(P«-4Q)(P"(2'-P'(2")— P''(2P^Q-PQ')+i^Q'(^^-2Q')]y = 

und dies ist die gesuchte Differential-Gleichung. 
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§. 81. 

Ist 

P«— 4Q = 

80 hftt die vorgel^e algebraische Gleichung (128) zwei gleiche Worseln, die 
lineare Differential- Gleichung (131) aber geht in diesem Falle in eine iden- 
tische Gleichung fiber. Ist ferner 

2P'Q — PQ[ = 
80 folgt hieraus 

Q=CP* 

wobei C eine willkürliche Gonstante ist. Die zwei Wurzeln der algebraischen 
Gleichung sind in diesem Falle 

und unterscheiden sich somit nur durch constante Factoren von einander. Die 
Gleichung (131) geht auch in diesem Falle in eine identische über. 

Es ist dies auch ganz klar. Denn sind sämmtUche particuläre Integrale 
einer linearen Differential-Gleichung von der Form 

y — hP 
wo k eine Gonstante bedeutet, so lautet die lineare Differential-Gleichung 

und diese ist eine von der ersten Ordnung. Wir kommen hiedurch zu folgendem 
merkwürdigen Satze: 

Sind in der algebraischen Gleichung 

y»+Py + Q = (128) 

P und Q beliebig gegebene Functionen von x^ und findet zwischen P und Q 
nicht die Relation statt 

Cl=CP^ 

unter C eine Gonstante verstanden , so lässt sich stets eine solche lineare 
Differential-Gleichung zweiter Ordnung aufstellen, welcher genügt wird durch 

y = c; (-^ + i 1/p»-4q) + Ci (- f -|V^P«_4q) 

oder was auf dasselbe hinauskömmt, welcher genügt wird durch 

y = AP'^B yp^ — 4Q 

Hier bedeuten sowohl C^ und C^ als auch A und B willkürliche Gonstante, 
und die gesuchte lineare Differential - Gleichung zweiter Ordnung ist die in 
(131) aufgestellte. 
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§. 82- 
Wäre zwischen x und y die algebraische Gleichung 

y" -H Py- -H Q = (132) 

g^eben, wo gleichfalls P und Q bestimmte Functionen von x sind, und n 
eine beliebige constante Zahl bedeutet, und sollte die lineare Differential- 
Gleichung ermittelt werden , welcher genügt wird durch jene Werthe von y, 
welche aus (132) hervorgehen, so hat man auf ähnliche Weise wie im vorher- 
gehenden Paragraph vorzugehen. Aus (132) folgt nämlich: 

Ist nun 

Q = CP^ 

unter C eine Constante verstanden, so ist 

y- = (-i±iy]^^4c)p 

oder kürzer 

y" = kP 

wo k eine Constante bedeutet. 

Differenzirt man diese Gleichung, so erhält man: 

aas den beiden letzten Gleichungen folgt nun: 

nPy — P'y = 

und diess ist die gesuchte lineare Differential - Gleichung, der somit genügt 
wird durch jene Werthe von y^ welche der Gleichung (132) genügen, aber nur 
in dem Special&lle wo 

Q=CP« 
ist, unter C eine Constante verstanden« 

§. 83. 

Ist aber Q nicht gleich CP^, wo C eine Constante ist, so ergeben sich 
aus (132) falls n eine reelle ganze positive Zahl bedeutet, 2n Wurzelwerthe, 
diese sind, wenn man der Kürze halber 




^ + iVF*-4:Q = M 


V 


setzt, und wenn man ferner die n Wurzeln der Gleichung A* = 1 mit 
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bezeichnet, folgende: 

k^M, X^M, AjJf . . . Ji^M 

XyN, K^N, X^N . . . XnN 

und die lineare Differential - Oleichung, welcher durch all' diese Auflösungen 
Oenfige geschieht, ist von der ssweiten Ordnung. Dur Integrale lautet: 

y=C,M+C^N 

unter C^ und C^ willkfirliche Constante verstanden. 

Diese Differential - Gleichung ist leicht zu construiren, da ihre beiden 
particulären Integrale voUst&ndig bekannt sind. 
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Vorrede. 


His ist noch nicht ein Jahr verflossen, seitdem ich meine letzte Schrift: 
„Neue Studien über die Integration linearer Differential -Gleichungen", zweite 
Fortsetzung, publicirte, und nun komme ich wieder mit einer Arbeit vor die 
Oeffentlichkeit, mit der dritten Fortsetzung, dem Schlisse meiner neuen Studien. 
Da die früheren ^Neuen Studien" dreizehn Abschnitte enthielten, so beginnt 
diese Arbeit mit dem vierzehnten Abschnitte. In diesem Abschnitte integrirte 
ich Differential-Gleichungen von ähnlicher Form^ wie ich im eilften Abschnitte 
integrirte, und kam hiebei zu einem Satze, der folgendermassen lautet: 

Ist gegeben die lineare Differential-Gleichung dritter Ordnung: 

f' + Ä^y"^'X,y' + X^y = Q (1) 

Sucht man den integrirenden Factor derselben, und bezeichnet man denselben 
mit 2, so dient zur Bestimmung desselben nachstehende Differential- Gleichung: 

z"-(x^zy + {x,zy-x, z = (2) 

Ist nun ein particuläres Integrale dieser Gleichung z = 97 (a;) , so ist 
identisch: 


/ 


= fp{x)y 


= 9 W . y" + [^ Vi^) - ¥(^)] y + [{X, - X\) (p{x) - X^ q>\x) + ¥\x)] y 
Setzt man ferner in die Gleichung (2) 

'^Zdx 

so erhält man zur Bestimmung von Z die Gleichung: 
2"+[3.^3-^]2'+[3.^-2A,.^'g + Z,-2Z',]z=0 

und nim bemerkte ich, dass die zwei Differential - Gleichungen : 

f{^) ■ y" + \.^ Vi'^) - «p'Ca')] y + [(X. - X\) q,{x) - X, q>\x) -f- 9"(sc)] y = 

Integrale haben, die in folgendem Zusammenhange stehen: 

Betrachtet man ferner die Differential - Gleichung : 

y''+X,y'^X^y = (3) 

und sucht man gleichfalls den integrirenden Factor z derselben, so findet man 
hiefür die Gleichung: 

z'' - {X,zy + X^z = (4) 

Ist nun ein particuläres Integrale dieser Gleichung z=(p(pß\ so ist identisch: 

9^(«) W + ^xV + ^0 y] da? = (p[x) . y + [X, (p{x) — (p\x)] y 
Ferner erhält man, wenn man in die Gleichung (4) 

Zdx 
setzt, zur Bestimmung von Z die Gleichung: 


/• 


= 9>{^)j^ 
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(p{x) . Z' — [Z, 9)(aj) — 2g?'(cc)] Z = 
und nun findet zwischen den Integralen der zwei Differential- Gleichungen: 

(p(iB)Z' — [Z, tp{x) — 2^!{x)\ z = o 
die Beziehung statt: 

V Z = —r-r 
^ (p{x) 

Im nächsten, d. i. im fünfzehnten Abschnitte, integrirte ich nachstehende 
DiflFerential - Gleichungen ! 

y" =Smx [x' f + 2 Ca + 2) xy' + (^ + 2) (ft + 1 ) y] 
t/ =37na.«[«^'y"+2(^ + 2)ajy+ (/t-|-2)(/t+l)y] 
y =:3maj^[aj«y"+2(^ + 2)xy'+ (^ + 2) (/t + l)y] 
ferner die Gleichungen: 

xy'' = 2a [x^y' + 2nxy + n (w — 1) y] 

y' =2a [x^ y + 2nxy + n (n — 1) y] 

y' = 2ax [a?'y" + 2na3y' + n(n — 1) y] 

y = 2aa;* [«* y" + 2na5y' 4" ** (^ — 1) y] 

dann suchte ich die Differential - Gleichung auf, der genügt wird durch 

y = x'^'^'\x) + 2\x^\x) + 96 ^(a:) 
wo ^(o;) durch folgende Differential- Gleichung definirt wird: 

^"(a;) = x^il}(x) 
und schliesslich suchte ich die Differential -Gleichung 

r + ^ (aj + a) J/" + 4« (a? + a) « y' + ^3 (a? + a) « y = 
in einem Specialfalle zu integriren. 

Im sechszehnten Abschnitte beschäftigte ich mich mit den Differential- 
Gleichungen von hypergeometrischen Functionen, d. i. mit linearen Differential- 
Gleichungen, die folgende Form haben: 

oder in entwickelter Gestalt: 

+ [(— r') ^"(-) - ("-f-') ^'(a>)]y<"-*> + 

+ 

+ Ih^T') 'p'"-' (-) - r «-tI ^^""" (-)] y + 

und hiebei haben (p{x) und ^(a?) nachstehende Bedeutung: 

9?(a?) = (a; — aj (a? — o«) (a? — ag) ... (a? — a„) 

(p{x) a: — a, ' ic — ttj •" o; — a, "•" ' * • "• Ä — a„ 


imter o^, o^, o, . . . a^ constante, von einander verschiedene Zahlen, und unter 
\j ^9 9 h '"K ^^U^^igo constante Zahlen verstanden. 

Drei Specialfälle habe ich hier besonders in's Auge gefasst: 

Erstens den Fall, in welchem 

&! == 65 = 63 = . . . = 6^ = 

ist; in diesem Falle ist das vollständige Integrale der Gleichung (5) 

Zweitens den Fall, in welchem 

6j = 6j = 63 = . . . = 6^ = 1 

ist; in diesem Falle ist das vollständige Integrale der Gleichung (5) 

Drittens den Fall , in welchem b^, {^ , b^ , . , b^ reelle ganze positive 

Zahlen sind, in welchem ferner die Zahl fi die Eigenschaft besitzt, dass keine 
der Zahlen 

^ + 1, /t + 2, ii + S.. /t + 6t + 6« + 63 + ..- +&n — (^-1) 
Null ist. In diesem Falle lässt sich nachweisen, dass sämmtliche n particu- 
läre Integrale der Gleichung (5) die Form haben: 

"T"(^+l)(fif2)(ft+3)...(/*+5.+6, + &3+.-+^-»* + l)'^ ^ J 

wobei für a der Beihe nach die Zahlen a| , a^ , 03 ... a^ zu setzen sind, und 
F(u) folgende Bedeutung hat: 

Der Gleichung (5) wird genügt durch 

h 

y=({u---a,f''\u — a^t'\u — cQ'^^^ ... (t* — aj *--'(« — < du (6) 

9 
wobei g und h irgend zwei der n Zahlen 

sind^ und b^, 6g, b^...b^ positive Zahlen bezeichnen; ferner genügt der 
Gleichung (5) auch nachstehender Werth von y\ 

y = j^[{x-aO''-\x-a,)''-'(x-a,f '-'.., (x-aj'--'] (7) 

und dies ist richtig; so lange (6) und (7) einen Sinn haben. 

Im siebenzehnten Abschnitte betrachtete ich lineare Differential - Glei- 
chungen, die y zum integrirenden Factor haben, eine solche Gleichung ist 
z. B. nachstehende: 

Sie gibt mit y multiplicirt 

y(y'" + Xy' + iry)=0 
und ihr Integrale ist: 


VI 

eine Differential -Gleichang ähnlicher Art ist die folgende: 

Sie gibt mit y multiplicirt : 

ylS*^"' + X,y"' + \X,'y" + X,y + i^X,' -\X,"')y]=0 
und ihr Integrale ist: 

yy'*' + X^yy" + iX,'yy' + (iX,-iX,")f-yy"'-iX,(yr + i(y'r=C 
n. s. f. 

Im achtzehnten Abschnitte nahm ich Gleichungen der Art 
(o, + b^x) y ' + (aj + b^x) y + (oo + b^x) y = 
YOTf differenzirte dieselben, und kam hiedurch zu linearen Differential -Glei- 
chungen dritter Ordnung. Mit der Integration derselben habe ich mich ziem- 
lich stark abgemüht, und wenn mir auch dieselben glückten, so genügte mir 
doch die Form, die ich fand, nicht vollständig. 

Zum Schlüsse erlaube ich mir noch zwei Bemerkungen zu machen. 

In Ohr t mann' s „Fortschritte der Mathematik^ 12. Band, Jahrgang 1880 
fand ich auf Seite 109 die Formel 

1 i- 


,,.(«-0=(-l)--^ (8) 

aufgestellt; ich fand dieselbe Formel schon vor vielen Jahren, ich habe sie 
auf Seite 70 meiner „Studien über die Integration linearer Differential - Glei- 
chungen^, Wien 1860, aufgestellt. Ich ging daselbst von der Gleichung 

£l(^==(_l)«^«+.|^ (9) 

aus , in welcher | = - ist. Setzt man nämlich in dem ersten Theile der 


X 

X 


Formel (9) y = e , und im zweiten Theile y = e , so erhält man : 

t_ 

är{x^-'e') ^. Ij'^f+V 
dx^ 

was in der That die Formel (8) ist. 

In den „Comptes rendu" der Pariser Akademie vom J. 1881, Tom. XCII, 
Seite 781 intc^rt Herr Halph^n die Gleichung 

d^g g 

dx"" "~ (Xx* + p^x + vf 
Dieselbe Gleichung habe ich in der zweiten Fortsetzung meiner „Studien über 
die Integration linearer Differential -Gleichungen^, Wien 1862, auf Seite 52 
integrirt. Ich bin nicht wenig stolz darauf, dass ein so bedeutender Mathe- 
matiker, wie Halph^n ist, in den letzten Jahren zu Besultaten gelangte, 
die ich schon vor mehr als zwanzig Jahren publicirte. 


Wien, im Jänner 1883. 


Simon Spitzer. 


Vierzehnter Abschnitt. 


§. 1. 

Die Oleiehang 

y = «y — ny (1) 

habe ich f&r den Eall, in welchem n eine ganze positive Zahl ist, auf Seite 5 
meiner neuen Stadien integrirt, und bin daselbst zu dem vollständigen Inte- 
grale obiger Differential - Gleichung gelangt. Ein particuläres Integrale der 
Differential-Gleiohung (1) erscheint in Form eines ganzen algebraischen Poly- 
noms, und lautet: 

y ~ ;iT"" 8.(n — 3)! + 8.6.(n — 6)!~8.6.9.(n--9)!+"" ^^ 

(siehe Seite 14 meiner neuen Studien). 

Man kann nun auch, da man ein particuläres Integrale der Gleichung (1) 
kennt, mittelst der Methode der Variation der willkürlichen Constanten die 
Ordnungszahl der vorgelegten Differential - Gleichung (1) um eine Einheit er- 
niedrigen, und dies will ich nun in mehreren Beispielen wirklich thun. 

Sei also vor Allem n = 1. Für diesen Fall lautet die vorgelegte Diffe- 
rential-Gleichung: 

y " = xy —y (3) 

Ein particuläres Integrale dieser Gleichung ist: 

y = x 
setzt man daher in (3) 

zdx 


y = xj 


so gelangt man zu nachstehender Gleichung in z 

xz" + 3z — ««« = (4) 

um diese zu integriren, führe ich ftLr x eine neue Variable i ein, mit- 
telst der Substitution: 

und erhalte hiedurch: 

Spitter, N«ii« Studien. 8. Forts. Schluiw. 1 


Diese Gleichung habe ich auf Seite 14 der zweiten Fortsetzung meiner 
neuen Studien integrirt und daselbst gefunden: 


CO 


""Ä (Ci«^"^s + C,e^"'^S + Qe^"''«) du (5) 

in welcher ii^ ^iq, f^ die drei dritten Wurzeln der Einheit, und (7|, C,, C, 
willkürliche Constante sind^ zwischen denen die Gleichung 

stattfindet. Führt man in (5) die einmalige Differentiation nach | wirklich aus, 
so erhält man, den constanten Factor ein Drittel ausser Acht lassend 


OD 


z 






somit ist, wenn man hierein statt | seinen Werth x^ setzt: 



das Integrale der Gleichung (4). 

Man kann dieses Integrale auch so schreiben: 



alsdann findet aber zwischen den drei willkürlichen Constanten (?,, C,, C^ die 
Gleichung 

Qft + Ca/*, + (73fi3 = (6) 

statt. 

Nun fand ich aber Seite 6 der zweiten Fortsetzung meiner neuen Stadien 
für die Differential-Gleichung 

das Integrale: 


CO 


ue ' (C, 6^'" + C, /"' + C,^'") du 



wo zwischen den drei willkürlichen Constanten CJ , C^, Q dieselbe Glei- 
chung (6) stattfindet, somit haben die beiden Differential-Gleichangen : 

^y — y — ^ y = ö 
und 

xz' + 3z —««2 = (4) 

Integrale, die in folgendem merkwürdigen Zusammenhange stehen, es ist 
nämlich : 

y = x^z 


§. 2. 

Gehen wir nun über zur Differential-Gleichung 

y " = ojy' — 2y (7) 

Ein particuläres Integrale dieser Gleichung ist: 

y = «• 
Setzt man daher in (7) 

y = a?' I zdx 

so gelangt man zu folgender Gleichung in z 

x^z + 6««' + (6 - a?») 2J = (8) 

Ich vermuthe nun, dass das Integrale dieser Gleichung mit dem Integrale 
der Gleichung 

cc«y"-2«y'+(2-aj»)y = (9) 

zu welcher ich auf Seite 3 der zweiten Fortsetzung meiner neuen Studien bei 
Gelegenheit der Integration der Gleichung 

y" = xy -]r 2y 
gelangte, ebenfalls in einfacher Beziehung stehe ^ und untersuchte, ob nicht 
die Integrale der beiden Gleichungen (8) und (9) in dem Zusammenhange 
stehen, dass 

y =z(p{x) 
ist, wo (p (x) eine erst zu suchende Function von x bezeichnet. Aus dieser 
Gleichung folgt: 

y = z(p' (x) -{- z(p (x) 

y' = z(p"{x) + 2/(p'(x) +/Xaj) 

Setzt man diese Werthe in (9) , so erhält man : 
x'z''q,{x)+2xlxg>'{x)—ip{x)']z+[x''(p"{x)-'2x(p'{x)'{-{^ 
Diese Gleichung gibt durch (p{x) dividirt: 

Soll nun diese Gleichung mit der Gleichung (8) zusammenfallen, so 
muss sein: 

L 9 (a;) J 

G-x^=x^.^^^2x.-^ + 2-x' 

Aus der ersten dieser zwei Gleichungen folgt: 

9(3?) _ 4 
(p{X) X 

und durch Integration: 

ip{x) = Csc* 

Wird dies in die zweite der zwei obigen Gleichungen eingeführt, so erhält 
man eine Identität, folglich stehen in der That die Integrale der beiden 
Differential-Gleichungen 

x^z" + 6xz -f (6 — x') z = (8) 


und 

7?y — 2a;y + (2 — a?») y = (9) 

in dem Zusammenhange 

y =r x^z 

Da nun das Integrale der Gleichung (9), wie ich Seite 15 der zweiten 
Fortsetzung meiner neuen Studien lehrte; folgendes ist: 


oo 


««« *(C,e^'" + C,«*"' + C,e^"')d« (10) 



in welchem /Xj , ft« , /*3 die drei dritten Wurzeln der Einheit und C^ , C, , Q 
willkürliche Constante bedeuten, zwischen welchen die Bedingung^ 

c; + ci + ci = o 

stattfindet, so ist das Integrale der Gleichung (8) 


CO 




wo die Grössen /»^ , fc, , ii^^ (7j , C, , C„ dieselbe Bedeutung wie für die Glei- 
chung (10) haben. 

Die Gleichung (8) geht fQr 

»» = S 
über in 

S'^.+ \i-ij + i(Q-i)^ = o (11) 

es lässt sich somit auch diese Gleichung leicht integriren; das Integrale der 
Gleichung (11) ist nämlich: 


oo 




{cy^S _|. Ce^'V's _,. c^^*h) du 




wobei 

Cr + C, + C, = 

ist. Ich habe das Integrale der Gleichung (9) auch in anderer Form graben 
(siehe Seite 11 der zweiten Fortsetzung meiner neuen Studien), es ist nämlich: 

y = Ä [^P"'""' (1 - «")-* du + Bxje'"''' (1 - u»)-* du] 

— 1 - 1 

somit lässt sich das Integrale der Gleichung (8) auch in nachfolgender Form 
aufstellen : 

' = i'&^ [^p-*^'* (1 - u«r* du + Bxje^"^^^' (1 - ««)-« du] 

— 1 —1 

in welcher A und B willkürliche Constante bedeuten. 


Die Gleichnng (9) ist, wie ich auf Seite 11 der zweiten Fortsetzung 
meiner neuen Studien bemerkte , durch Elimination von u aus den beiden 
Gleichungen 


y =w 

// ^ 

U ^== XU 


hervorgegangen, es muss somit die Gleichung: 

x^z' + ^xz + (6 — aj») z = (8) 

das Resultat der Elimination von u aus folgenden zwei Gleichungen 


X*Z = U 
u" = XU 


sein. Aus diesen beiden Gleichungen folgen nämlich succesive folgende Glei- 
chungen : 

a?*2 = XU 


x^z = u 


a^z' -f S;«*« = u 
x^z" + ^x^z -f- Qxz = x^z 
»««"+ 6ajz +(6-aj»)2 = (8) 

wodurch der oben ausgesprochene Satz bewiesen ist. 
Fährt man in die beiden Gleichungen 


x^z =«" 

U" = XU 


für X eine neue Variable | ein , mittelst der Substitution 
so gehen obige zwei Gleichungen über in 

6x'^ + 9a^jp = xu 

oder, wenn man beide Gleichungen durch x diyidirt, und für x^ seinen 
Werth i schreibt, in: 

r, du , Q t d*u 

Eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen das u, so gelangt man 

gleichfalls zur Gleichung (11). Aus den beiden letzten Gleichungen folgen 

nämlich sucoesive: 

u = ^z 

du fc de I 

d^u V d*_z , o dz 

df^~^dV'^ ^ di 
es ist somit: 

und wenn man in die Klammem hineinmultiplicirt und reducirt, so gelangt 
man in der That zur Gleichung (11). 
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§. 3. 

Das in den vorhergehenden Paragraphen Gefundene lässt sich leicht ver- 
allgemeinern. 

Ist gegeben die lineare Differential -Gleichung: 

y'" -\- X,y" + X,y' -h X^y = 

und sucht man den integrirenden Factor z derselben, so hat man bekanntlich 
zur Bestimmung von z folgende Differential- Gleichung: 

z'" - X^z" + {X, - 2r,) z' - {X\ ^X\ + X^)z = (12) 

Ist nun ein particuläres Integrale dieser Gleichung 

z =z ip (x) 

so ist identisch: 

jq>{x)[y''' + X^y' + X^y + ÄQyJidx = ip{x) .y' + lX^(p{x) 

-f [(X,-r,) 9(0^)- X,(p'(aj) + 9"(x)]y 

wie man sich durch wirkliches Differenziren dieser Gleichung überzeugen kann. 
Setzt man ferner in die Gleichung (12) 

SO erhält man zur Bestimmung von Z die Gleichung: 

und nun bemerkte ich, dass die Integrale der zwei linearen Differential- 
Gleichungen: 

^(x)y'+[^9(^)-^'i^W+l(Xt-^ü)^{^)-^9^^^ (13) 

(p{x)Z''+\ß(p\x)-X^^{x)^Z'+ [{X,—2X\) q){x) - 2Z, (p\x)+3(p'Xx)JiZ=0 (14) 

in einem einfachen Zusammenhange stehen, es ist nämlich: 

y = Z.[q>{x)Y.e''^'^'" (15) 

wie sich leicht nachweisen lässt. 

Setzt man nämlich in die Gleichung (13) 

y = Z .u 
unter u eine neue Variable verstanden , so erhält man : 

q>{x) (ttZ"+ 2uZ + uZ) -f {X^^i{x) — ff{x)\ iuZ + uZ) + 

+ [{X,-X^ fp(x)-X2(p' (x) + (p"(x)]uZ=^0 

und diese stellt sich geordnet, folgendermassen dar: 
^{x).r+[[x, + ^-^)<p{x)--q>'{x)]z + 


Diese Gleichung wird mit der in (14) aufgestellten Gleichung identisch, 
wenn folgende zwei Gleichungen stattfinden: 

39' (as) — A\q>(x) = (^£4+ ^) ?)(«) - <p'{x) 
{X,-2 X\) (p(x)-2X^ip' (x) + 3 tp" (x) = 

Aus der ersten dieser beiden Gleichungen folgt: 

u = W(x)re-^" 

and dieser Werth yon u in die zweite der obigen zwei Gleichungen eingef&hrt^ 
liefert eine Identität, somit gibt in der That di^ Gleichung (15) den Zusammen- 
hang an, der zwischen den Integralen der zwei Gleichungen (13) und (14) 
stattfindet. 

§. 4. 

Durch einige Beispiele lässt sich dies am besten erläutern. Es sei gegeben 
die Gleichung: 

»" = «y + 4y 
Der integrirende Factor dieser Gleichung wird gefunden, wenn man die 
Differential - Gleichung 

z'" = xz' — 3z (16) 

integrirt. Nun ergibt sich als particuläres Integrale dieser Differential- 
Gleichung : 

z = x^—2 

Multiplicirt man nun die Differential-Gleichung 

y" — xy — 4y = 

mit (oi^ — 2)dxj so erhält man, das Product integrirend: 

j{x'-2)(y'"^xj/-4:y)dx = {x^-2)y''-3x^y' + (Sx-x*)y 

und setzt man in die Gleichung (16), d. i. in 

z"'—xz+Sz=: (16) 

für z den Werth 

z= (x^—2)jzdx 

so erhält man zur Bestimmung von Z die Gleichung: 

(aj» - 2) Z" + dx^Z" + (20«— »*) Z = (17) 

Nun soll nach dem im vorhergehenden Paragraphen bewiesenen Satze 
zwischen den Integralen der beiden Differential - Gleichungen 

(aj»— 2) y"—3x^y'+{ßx — x*) y = (18) 

und 

(a^— 2) Z" + dx^Z" + (20aj — a^) Z = (17) 

folgende Beziehung stattfinden: 

y = {a^-2rZ 

und diese findet, wie man sich leicht fiberzeugt, wirklich statt. 
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Da ich nun die Gleichung (18) auf Seite 12 der zweiten Fortsetzung 
meiner neuen Studien integriren lehrte^ so lässt sich auch die Gleichung (17) 
integriren. 

Die Gleichung (18) entstand nämlich durch Elimination von ti aus den 
beiden Gleichungen: 

y =«* 

u' = XU 

Die Gleichung (17) muss daher durch Elimination von u aus den beiden 
Gleichungen 


nt 


u = a?ti 


entstehen. Nun ist aus der letzten der beiden so eben aufgestellten Gleichungen 
das ti leicht zu finden, und ist u gefunden, so ergibt sich 


z= -'" 


Setzt man in die beiden Gleichungen (17) und (18) 

so erhält man die beiden Gleichungen: 

l(S-l)g^-i(5 + 2)|f + |(4-|)y = (19) 

und 

«(1-1)-^+ 1(111-2)^ + 1(10- |)Z = (20) 

und zwischen den Integralen dieser beiden Gleichungen findet die Beziehung statt: 

y = (|_l)«Z 

Da wir das Integrale der Gleichung (19) auf Seite 17 der zweiten Fort- 
setzung unserer neuen Studien angaben, so lässt sich leicht auch das Inte- 
grale der Gleichung (20) aufstellen. 

§. 5. 

Es sei gegeben die Gleichung: 

'^" = ^y + 5y 
Der integrirende Factor z dieser Gleichung ergibt sich aus: 

z" = xz — 4a (21) 

und hieraus folgt 

g = 05* — 8« 

Es ist somit: 

J(aj*— 8«) (y'"— «y — 5y) da: = (aj*— 8«) y' + (8 — 4«»)^' + (20««— a^^ 
Setzt man ferner in die Gleichung (21) 

z = (»*— 8aj) Jzd» 

so erhält man zur Bestimmung von Z die Gleichung 

(a^ - 8 a?) Z" + 3 (4 aj» - 8) 2^ -f (44 «« — a;») Z = 


und nun finden zwischen den Integralen der zwei Differential-Gleichungen 

(x^-^8x)f+ (8-4aj»)y'+ (20a?« - aj*) y = (22) 

and 

(«* — Ssc) Z" + 3 (4a?» — 8) Z + (44a?« - a?*) Z = (23) 

folgende Beziehung statt: 

y={x^—8xyz 

Die Gleichung (22) habe ich auf Seite 12 der zweiten Fortsetzung meiner 
neuen Studien integrirt, es ist daher auch das Integrale der Gleichung (23) 
leicht aufzustellen. 

Setzt man in die beiden Gleichungen (22) und (23) 

a?«=85 

so gekngt man zu den beiden Gleichungen: 

J(6- 1)^-1(1 + 21)11 + 1(5-26)^ = (24) 

S(S-l)|| + +(145-6)|| + i(ll-26)Z = (26) 

zwischen deren Integralen die Beziehung stattfindet: 

Das Integrale der Gleichung (24) habe ich auf Seite 18 der zweiten Fort- 
setzung meiner neuen Studien gegeben, es lässt sich somit leicht das Integrale 
der Gleichung (26) aufstellen, denn es ist: 

^= ä^- 

§. 6. 

Es sei gegeben die Gleichung 

f = x(xy+ ny) 

Der integrirende Factor z dieser Gleichung leistet Genfige der Differential- 
Gleichung 

z'" = x[xz — (n — 2)z] 

and ein particuläres Integrale dieser Differential -Gleichung ist: 

_. n~2 X* , (n — 2)(n — 6) «• (n ~ 8) (n - 6) (n — 10) x^. 

^"" 2.3 • 4 "»" 212.3.6.7 '4« 312.8.6.7.10.11 '^*'^"' 

welche Beihe abbricht, für 

n = 2,6,10, 14, 18,... 
Ist somit n = 6, so hat man die Gleichung 

y"'=a?(a?y + 6y) 

und der integrirende Factor dieser Gleichung ergibt sich aus 

z" = X (xz' — 4«) (26) 

woraus 

z = a?* — 6 
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hervorgeht. Man hat daher: 

J(** — 6) (y"' — x^y' - 6xy) dx = («*— 6) y"— 4aj'i/'-|- (18»« — a?*) y 
femer erhält man durch Substitution von 

z={x^—6)jzdx 

in die Gleichung (26) folgende Differential -Gleichung zur Bestimmung von Z 

(«*— 6) r+ 12a:» Z" + x^ (42 — x^)Z = (27) 

Nach dem im §. 3 bewiesenen Satze stehen die Integrale der beiden 
Differential-Gleichungen (27) und 

(aj* — 6) y" - 4aj»y + (18a?« — »•) y = (28) 

in folgendem Zusammenhange 

y = (x^^QyZ 

Da ich nun die Gleichung (28) auf Seite 31 der zweiten Fortsetzung 
meiner neuen Studien integriren lehrte, so lässt sich auch die Gleichung (27) 
integriren, ihr Integrale ist nämlich: 

Setzt man in die beiden Gleichungen (27) und (28) 

** = ! 
so erhält man: 

S(i-6)^-i(6 + 18)^-TV«-18)y = (29) 

und 

^(^-ö)^ + t(6I-6)^ + tV(42-DZ=0 (30) 

und die Integrale dieser zwei Differential - Gleichungen stehen in dem Zu- 
sammenhange 

tt-6)« 

Das Integrale der Gleichung (29) habe ich auf Seite 31 der zweiten 
Fortsetzung meiner neuen Studien gegeben^ es ist somit das Integrale der 
Gleichung (30) 




-1 -1 

und hier bedeuten Ä und B willkürliche Gonstante. 


11 

§. 8. 

Der int^rirende Factor fQr die Gleichung 

y" = x^(xy' +Sy) 
ergibt sich ans 

z'" = x*{x9^ — 5z) (31) 

Ein particuläres Integrale dieser Gleichung ist: 

2 = aj» — 12 

folglich hat man 

|(«*— 1?) (y'"- x^y— 8x^y) dx = (»*— 12) y"— 5aj*y + (32«?» — »«) y 
Ferner erhält man aus (31), wenn man in dieselbe 

z = -(ä*- 12) jzdx 
setzt, zur Bestimmung von Z folgende Gleichung 

(aj* - 12) Z"+ 15a?* 2^+ (72aj» - a?^ Z = 
und nun findet zwischen den zwei Gleichungen: 

(aj*— 12) y"— 5a;*y + (32a;* — a?») y = 
und 

(a;*— 12) Z'+ 15a?* 2^4- (72a;» — a?»)Z = 

die Beziehung statt: 

y = {x^^ i2yz 

Setzt man in die drei eben jetzt aufgestellten Gleichungen 

so erhält man die beiden Gleichungen: 

g(g-12)g-i(| + 48)|| + VT(32-©y = (32) 

g(g-12)f^+i(19S-48)^ + A(72-©Z = (33) 

und zwischen den Integralen dieser beiden Gleichungen findet die Beziehung statt 

y=(g-12)«Z 

Die Gleichung (32) lehrte ich auf Seite 35 der zweiten Fortsetzung 
meiner neuen Studien integriren, folglich lässt sich auch die Gleichung (33) 
integriren. 

§. 9. 

Der integrirende Factor für die Differential -Gleichung 

ergibt sich aus 

xz"'=xz'—z (34) 

hieraus folgt 

2 = a; 
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somit ist 




und setzt man in (34) 

z = 0? I Zdx 
so erhält man zur Bestimmung von Z die Gleichung 

xz:' -\' ^z—xZ = o 

Zwischen den beiden Gleichungen: 

xy"^y'^xy = (i (35) 

xZ!'+^Z:—xZ = (i (36) 

findet die Beziehung statt 

y^x^Z 

Das Integrale der Gleichung (35) habe ich auf Seite 38 der zweiten 
Fortsetzung meiner neuen Studien gegeben, das Integrale der Gleichung (36) 
ist sonach 

+ 1 +1 

— 1 —1 

wobei JTi und K^ willkfirliche Gonstante bedeuten. 

§. 10. 
Es sei gegeben die Gleichung 

y =y + ^y 

Der integrirende Factor z für dieselbe ergibt sich aus 

xz'''=xz'—2z (37) 

und ist 

z ^= X* 

es ist somit 

P' (y " - y- iy)dx = xy'- ^xy' + (2 - x^) y 

Femer erhält man, wenn man in (37) 

2 = 0?' I Zdx 

setzt, zur Bestimmung von Z die Gleichung 

««Z"-t- 6a?Z'+ (6 — JB«) Z = 
und nun findet zwischen den Integralen der zwei Gleichungen 

x^y'' - 2ajy' + (2 — x«) y = (38) 

a;^Z"+6a?Z'+ (6 — «•) Z = (39) 

die Beziehung statt 

y = x^Z 
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I 

Da das Integrale der Gleichung (38) 
ist, so ist das Integrale der Gleichung (39) 

C^ und (7, bezeichnen willkürliche Gonstante. 
Setzt man in (38) und (39) 

so kömmt man zu den beiden Gleichungen : 

und die Integrale dieser beiden Gleichungen stehen in dem Zusammenhange 

y = i'Z 

Da nun 

» = kU^. «+*'*+ ci«-^ä) 

§. 11. 

Es sei gegeben die Gleichtmg 

xy"=xy'+Sy 
Der integrirende Factor z fOr die Gleichung 

y =y + -^y 

ergibt sich aus 

xz"'=xz'-Sz (40) 

und ist 

z = x^ — 3a? 

es ist somit: 


ist, so ist 


I 


(a:»-3x) (y"'-y' - 1 j^) d« - («»- 3«) 2,"+ 3 (1 -«•) y + (9«-aj»)y 


Ferner erhält man durch Substitution von 

z = (a^ — 3x) j Zdx 

in die Gleichung (40) folgende Gleichung in Z 

X {x* _ 3) Z" + 9 (jc« - 1) 2'+ aj (21 — X«) Z = 

und nun findet zwischen den Integralen der zwei Gleichungen: 

X (x*— 3) y" + 3 (1 — «•) y' -\- i9x — x')y = (41) 

x(a!«— 3) Z'+ 9 (x« - 1) Z-\-x(21 — x*) Zi=0 (42) 

die Beziehung 

y=(x»— 3x)'Z 
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statt. Setzt man in die beiden Gleichungen (41) and (42) 

so gelangt man zu den beiden Gleichungen: 

1(5-3) g-||| + :^(9-|)y = ^(43) 

5(5-3)^+(5|-6)||+i(21-|)Z=0 (44) 

zwischen deren Integralen die Beziehung 

stattfindet. 

Das Integrale der Gleichung (43) fand ich anf Seite 42 der zweiten Fort- 
setzung meiner neuen Studien, es lässt sich somit auch leicht das Integrale 
der Gleichung (44) aufstellen. 

§. 12. 
Ist gegeben die Gleichung 

und sucht man den integrirenden Factor z der Gleichung 

y ^-^y + x-y 

so ergibt sich zur Bestimmung von z die Gleichung 

a-V"=aj2'— 22 (45) 

der genügt wird f&r 

z=z x^ 
es ist somit 

^x^(y"-ly-^.y)dx = x^f-2xjf+{2-x)y 

Ferner erhält man, wenn man in (45) 

2 = o;^ i Zdx 

setzt, zur Bestimmung von Z die Gleichung 

aj«Z"+ ßxZ + (6 — SB) Z = 

und zwischen den Integralen der beiden Gleichungen: 

x^y"-2xy'+{2-x)y = (46) 

x''Z'-{- ÖajZ'-f (6 — oj) Z = (47) 

findet die Beziehung statt: 

y = x^Z 

Das Integrale der Gleichung (46) habe ich auf Seite 43 der zweiten Fort- 
setzung meiner neuen Studien aufgestellt ^ es ist daher sehr leicht auch das 
Integrale der Gleichung (47) aufzustellen. 

leh will noch folgende Bemerkung hier anfügen: 

Die Gleichung (46) entsteht auch, wenn man aus den beiden Gleichungen 

y =xY 
xY'= Y 
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Y eliminirt ; es lässt sich somit aach die Oleichung (47) durch Elimination 
Ton Y ans den beiden Gleichungen 

a^Z =Y 
xY"= Y 

herstellen. Man erhält nämlich aus diesen beiden Gleichungen saccessive: 

x*2"+6a5»Z'+6x«Z= Y 
a*Z" + Gx'Z'+ 6aj«Z = a^Z 
x'*Z'+ QxZ+ (6 — «) Z = (47) 

-§. 13. 
Es sei g^eben die Gleichung 

Die Gleichung zur Bestimmung von z lautet: 

x'z"'=xz — 3z (48) 

und hieraus folgt: 

z = a!»— 6ar* 
Nun ist: 

j(«» - 6««) (»'" - i y- 1, y) da = 

= (a!» — 6««)y"-|-(12a! — 3aj«)y'-|- (— aj« + 12x— 12)y 
Ferner hat man, -wenn man in (48) 

z={x'—Qx*)j Zdx 

setzt, zur Bestimmung von Z die Gleichung 

(aj»— 6x«) Z'+9 (x« — 4x) 2'+ (— »• + 24x — 36) Z = 
Zwischen den zwei Gleichungen 
(x» — 6x«) j^'+ 3(4x — x')y'+ (— x«+ 12x - 12) y = (49) 
(x» — 6x«) Z"+ 9 (x* — 4x) Z'+ (— »• + 24x — 36) Z= (50) 

findet die Besiehung statt: 

y — (x»— 6x»)«Z 

Die Gleichung (49) kann man sich auch entstanden denken durch Elimi- 
nation von Y aus den beiden Gleichungen : 

y = (x'Y)' 
xT'= Y 

auf gleiche Weise kann man sich auch die Gleichung (50) entstanden denken 
durch Elimination von Y aus den beiden Gleichungen : 

(x» — 6x»)« Z = (x« 7)' 
xY'= Y 
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die man aneh so schreiben kann: 

«»(« — 6)*z=»r+2r 

xY'=Y 
Die Gleichung (49) ?erein&cht sich, wenn man 

y = «Vi 
setzt, man erhält sodann 

(«• - 6ar) y," + (« - 12) y,' + (8 - x) y, = (51) 

Auf gleiche Weise vereinfiicht sich die Gleichnis (50), wenn man in selbe 

setzt, man erhält nämlich alsdann 

(jT« — 6 aj) Z;' + (5a? — 12) Z/ + (12 — aj; Z, = (52) 

nnd zwischen den Integralen der beiden Gleichungen (51) und (52) findet die 
Beziehung statt: 

yi = (» — 6)' ^x 
Nun habe ich die Gleichung (51) auf Seite 45 der zweiten Fortsetzung 
meiner neuen Studien integrirt, es lässt sich somit auch die Gleichung (52) 
leicht integriren. 

§. 14. 

Im §. 3 dieser Schrift habe ich den Zusammenhang nachgewiesen, der 
zwischen den Integralen zweier bestimmter linearer Differential - Gleichungen 
zweiter Ordnung stattfindet. Ich will nun auf ähnliche Art bei zwei Differential- 
Gleichungen erstei Ordnung vorgehen, und nehme an, dass die Differential- 
Gleichung 

zu integriren sei. Der integrirende Factor fllr diese Gleichung wird gefunden, 
wenn man die Gleichung 

2-_ Xj2'+ (JEp - rj 2 = (53) 

integrirt Sei 

2 = ^ (a;) 

ein Integrale der Gleichung (53) , so ist 

Femer erhält man, wenn man in die Gleichung (53) 

2 = 9 (a;) I Zix 

setzt, zur Bestinunung von Z die Gleichung 

9)(a?)Z'+ [29'(a;) — ^i ^(aj)] Z = 

Nun will ich den Zusammenhang aufsuchen, der zwischen den Integralen 
der zwei Differential - Gleichnngen erster Ordnung, nämlich 

yXa:) + \X,fp{x) - ^>\x)\ » = (54) 

Zif{x) + [2(p'(a?) — JC^9(a?)]Z==0 (55) 


j' 
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stattfindet. Aus diesen beiden Gleichungen folgt: 

y =z{p{x) .e 

Multiplicirt man die beiden gefundenen Werthe, so gelangt man zu 

und diese Gleichung gibt den Zusanomenhang an, der zwischen den Int^alen 
der zwei Gleichungen (54) und (55) stattfindet. 

Man sieht auch mit Leichtigkeit aus dem in diesem Paragraph Vor- 
getragenen, dass zwischen den Integralen der zwei Gleichungen: 

folgender Zusammenhang besteht: 

y = z.e •' 


[« 


§. 15. 
Ein Beispiel dürfte auch hier am geeigneten Platze sein. Es sei 

Der integrirende Factor z dieser Gleichung wird gefanden , wenn man 

die Gleichung 

z''= — xz + 2z (57) 

integrirt. Ein Integrale dieser Gleichung ist: 

folglich hat man: 

j(x^ + 1) (y"- a^y - 3y) dx = (x* + 1) j/- {t? + ^x) y 
Setzt man ferner in (57) 

2=(aj«+l) Jzda 

so erhält man zur Bestimmung von Z die Gleichung 

(««+ 1) 2^ + oj (a?«+ 5) Z = 
woraus 

— *! 

Z^l^ (58) 

folgt. Aus der Gleichung 

(««+I)j^-(a5»+3«)y = 

ergibt sich 

«« 

y = («« + 1) e» (59) 

und &TI8 den beiden Gleichungen (58) und (59) folgt sodann 


wie es vermöge der Gleichung (56) sein solL 


1 
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§. 16. 

F<»rt8etzaiig 


Gleiohang 

j^"= 3f»««y"+ Gm (^ + 2) »y' + 3« (,» + 2) 0» + 1) y (60) 

angestellt, und ein particaläres Integrale derselben angegeben, es ist nämlich 

^ bedeutet hier eine reelle ganze positive Zahl, m eine beliebige Zahl. Das 
yollst&ndige Integrale der Gleiohang (60) ist: 

y = -^ [«"•*• f «—*• (C + q, «) d «] (61) 

Seite 39 meiner neuen Studien habe ich das Integrale der Gleichung (60) 
in folgender Form gegeben: 


CO oo 


y=Jj« " «••»^+'(C1«^""+C;«^«"+C,e*— ')durf» 



hier bedeuten A^ , ^ , A^ die Wurzein der Gleichung 

A»=3m 

und dieses Integrale ist giltig f&r jeden beliebigen positiven Werth von f^ 
ja selbst fDr imaginäre Werthe von ft, wenn nur der reelle Bestandtheil des- 
selben positi? ist, und ist somit allgemeiner, als das in (61) aufgestellte Inte* 
grale ist. 

Seite 134 meiner neuen Studien betrachtete ich die Differential-Gleichung : 

y"= X [3ma;V+ 6*^ (/* + 2) »y'+ 3w (/t + 2) (/t + 1) y] (62) 
und fand als particul&res Integrale 


=^[(1 -»-«■)'"] 


V 

dod 
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welches giltig ist, fftr alle reaUen ganzen positiven Werthe von fi mit Aug- 
nähme von 

f*=l, 4, 7, 10, IS... 

for welche es eigentlich auch giltig ist, aber in diesen F&llen das von selbst 
verständliche particnl&re Integrale y = liefert. 

Das vollständige Integrale der Gleichung (62) lautet: 

y = -^[(l-a»aj»)"^ \{1-Sm^ ^(C; + C;a:)da?] 

in demselben bedeuten Q und (7, willkürliche Constante, und dieses Integrale 
ist giltig f&r alle reellen, ganzen positiven Werthe ff. 

§. 17. 
Ich gehe nun Aber zur Integration der Gleichung 

y =r oj« [3w«V + 6m (fi +.2) «y'-l- 3w (ft + 2) (fi + 1) y] 
Setzt man in selbe 

80 erh&lt man die Gleichung: 

9wJ«0+[6m(ft + 3)|-l]|| + mO* + 2)(ft+l)y~O (6») 

Gleichungen dieser Art wurden von mir auf Seite 10 der ersten Fort- 
setsong meiner „Studien^ integrirt. Führt man nämlich in die Gleichung (63) 
für I eine neue Variable u ein, mittelst der Substitution 

so erh&lt man: 

9mu«|J,+ (tt«-6mfni)^ + m(f* + 2)(^ + l)y = 

Nun setze man weiter: 

y = ut 
so erhält man: 

9fiitt«j^, + fi(tt + 18mfc— 6mfft)jJ + 

+ [ika + m(9ik« — 9Ä: — 6fiik+fi«+3fi + 2)]2 = (64) 
Wählt man nun k so, auf dass . 

9V - 3Ä (2fi + 3) + ft« + 3fi + 2 = 
wird, d. h. wählt man 



80 erhält man, im Falle 


8 

2' 


ist, statt der Gleiohaog (64) folgende Gleichung 

9mu^ + (6m + «)^ + i^.8 = (65) 

und im Falle 

ist, erhSlt man statt der Gleichung (64) die Gleichung 

9m«|;i+(12m + «)|^ + i±l.« = (66) 


Ltegriren. 


§. 18. 
Die Gleichung 

9mg«5^+[6mö*+.3){-l]J| + m0£ + 2)(,i+l)y = O (63) 

iSsst sich noch auf andere Art integriren. Differenzirt man nSmlich dieselbe 
Amal nach {, and setzt man 

80 erhUt man: 

9'«5«^+l6m(ft + 3A + 3)g-lJ^+ 

+ m[9A(A — l)+6X(f* + 3) + (f* + 2) 0^ + 1)1 7=0 (67) 

Diese Gleichung vereinfacht sich^ wenn man X so w&hlt, auf dass 
9A(A — 1) + 6A (f* + 3) + (fi + 2) (f* + 1) = 
wird; hieraus folgen f&r l zwei Werthe, nämlich: 


A = 


Die Gleichung (67) geht for 


3 


Aber in 


hieraus folgt: 


somit ist: 


1— ^ + ^ 


9mV%f+{12ml^- 1)^ = 


1 


M~8 r T 
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nnd tar 


erhSlt man 


woians 


und somit 


* 8 

1 

folgt 

Soll daher die Oleichnng 

y =««[3m»V+ 6m 0* + 2)»/+ 3m(f* + 2) (f* + l)yl 
integrirt werden, so ftthre man fftr x eine nene Variable i ein, mittelst der 
Sabstitntion 

man erhSIt sodann die Gleiohnng 

9m5«ä^ + [6m(,» + 3)|-.l]5«+m0» + 2)(f» + l)y = O 
and das Integrale dieser Oleichung ist, im Falle 

8 

eme reelle ganze positive Zahl ist 


=:-^[r»r^^O 


und im Falle 

8 

eine reelle ganze positive Zahl ist 


= ^ [«"*•"•"'] 


§. 19. 
Es sei zu integriren die Gleidrang 

y = as»[8ma:«y' + 6m(f» + 2)ajy'+ 3« ((» + 3) (ji + l)y] (68) 
Dieselbe ist ein Speoial&ll der Oleiehnng 
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welche ich aaf Seite 2 der ersten Forfasetzung meiner Studien integriren lehrte. 
Setzt man nämlich in (68) 

so gelangt man zn der Gleichung 

Nun setze ich 

und komme dadurch zu folgender Gleichung: 

27m|«^-j-18m(3r-ft)6^+[3OT(»r»-y9r 6pr-|-ft«+3f»+2)-|]z=0(69) 

welche sich vereinfacht , wenn man r so wähll, auf dass 

9r«_ 9r — 6/xr + fi«+ 3f* + 2 = 
wird. Aus dieser Gleichung folgt: 

r = < 

ft + 8 

■ • I. ' 

8 

Setzt man daher in die Gleichung (69) 


8 


so erhält man die Gleichung 


S?¥,+ iJ|-l^'» = (70) 


d|» ' ^d| 27m 

und setzt man in dieselbe Gleichung (69). 

^ + 8 

80 erh&lt man: 

beide Gleichungen (70) und (71) sind leicht zu integriren. 

§• 20; . 

Noch einfacher gestaltet sich die Bechnung, wenn man in 

«» 

7? [3maj«y"+ 6m (p + 2) ajy'+ 3w (ft + 2) (ft + 1) y] = y (68) 

für y eine neue Variable \ setzt , mittelst der Substitution 


man erhält nämlich alsdann 


1 


3m|«^-6mOt+l)|^ + [3«Ot + 2)(,»4-l)-ny = 
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and setzt man hiereiD 

so erhält man 

^— ^ t 

welche Gleichung eine Biccati'sche ist. 

§. 2h 

Die Oleichnng 

ajy'"= 2ax^y' -}- Aanxy -{■ 2an (n — 1) y 
wurde von mir auf Seite 127 meiner „Vorlesungen^ integrirt Ich Cemd daselbst 

dT 

dx 
Ich will nun die Gleichung: 

y"= 2aajV'+ 40»!«/+ 2on (n — l)y (72) 

integriren. Diese Gleichung ist ein SpedalfiJl der Oleichnng 

(«- a) (X - ß) y"- [(5 + /t - 1) (»-«) + 

^(A-\-ii-l){x-ß)]]/. + fiiA+B-{-ii-l)y = (73) 

welche ich in der ersten Fortsetzung meiner Studien behandelte. 
Setzt man nämlich in die Oleichnng (73) 

* , ß=+-^, A = l, 5=1, ?» = -» 




y = (a, - «)-+" -^ [(X - «)--» (« - /l)^+-+-^] 


80 erhält man die Gleichung (72). Benfitzt man nun die Formel 

welche ich auf Seite 19 der ersten Fortsetzung meiner Studien auMellte, so 
erhält man als Integrale der Gleichung (72): 

y = ^» (* - py """^ ^« (* + v^"" 

in welcher C^ und C, willkOrliche Gonstante bedeuten. 

§. 22. 
Ffir die Gleichung: 

%f = X ^ax^tf' -{' ^anxif + 2an(n— l)y] 
erhält man, wenn man in selbe 

setzt, die Gleichung: 

4ag« ^ + (4ang + 2ag - 1) || + an (n - 1) y = (74) 
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Differenzirt man diese Gleichang f» mal, so erh&lt man: 

+ a[4^(,i-l)+,»(4n + 2)+n(n-l)]^ = (75) 

Setzt man 

4f»(/» — 1) + f»(4n+ 2) + n(n — 1) = 

SO ergeben sich f&r f» folgende zwei Werthe : 



Ffir fft = — ~ geht die Gleichnng (75) Aber in: 


8 




Toraos folgt: 


4«!« ^— f + (2a| - 1) ^— I = 
di * di ' 




nnd fOr ft = ^ ** erhUt man 


6— •• S — » 


4a|«^nc:^ + (6a|- 1)^-^3^=0 


woraus 


df ' di' 




(77) 


hervorgeht. 

Die Gleichnng (74) wird daher, im Falle n eine reelle ganze grade 
positive Zahl ist, befriedigt durch das in (76) stehende y, nnd im Falle n 
eine reelle ganze ungrade positive Zahl ist, durch die in (77) stehende Formel. 

§.23. 
Ffir die Gleichnng 

y = as« [2ox*y"+ 4ana!j^+ 2on (n - 1) y] (78) 

hat man, da sie wieder ein Spedaliiiill der Gleidiung 

*.«"+'»"+ iy*'y'+ («•+&•«")» = 
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ist, die aaf Seite 2 der ersten Fortsetzung meiner Studien integrirt wurde 

»•=y, und y=z^9 

zu setzen. Nach Durchfahrung dieser beiden Substitutionen gelangt man zu 
der Gleichung 

8agJ^, + 4a(4r + 3-2n)^-« = (79) 

unter r ist hier eine Wurzel der Oleichung 

4r (r — 1) + 2r (3 — 2n) + « (« — 1) = 
yerstanden. Aus ihr folgt: 

l ü 

2 

Fflr r = ~ geht die Gleichung (79) über in 
deren Integrale 


^hWKc,.-'^ 


*-dl 


ist. Dieses Integrale kann auch so geschrieben werden: 


== ViUe""^' + C,e ^] 


nod setzt man hierein 

| = j^, ferner y = r» 
80 erh&lt man: 


= ^ U«* '^ + c,r "^»-J 


X 

als Integrale der vorgelegten Oleidrang. 
Setzt man in die Gleichung (79) 

M-l 

♦• = -8- 
80 gelangt man, auf gleiche Weise, wie froher vorgehend, znm selben Besutate. 

§.84. 

Ich habe aof Seite 102 meiner „nenen Studien" die Gleichung 

«y"+ Q}/'= <»• («J^+ 16y) (80) 

integrirt, und bin daselbst zu folgendem Integrale gelangt: 

y = a« ^" (a?) + 21 x^' (aj) + 96 ^ («) (81) 

wobei f{x) der Gleichung 

^"(»)=s(bV(») (82) 
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Genflge leistet. Diese Gleichung ist eine Bio cati 'sehe, ihr Integrale ent- 
hält zwei willkürliche Gonstante, und somit hat auch das in (81) stehende y 
blos zwei willkürliche Gonstante, es ist somit dieses y nicht das vollständige 
Integrale der Gleichung (80). 

Ich stelle mir nur hier die Aufgabe, jene lineare Differential-Gleichung 
zweiter Ordnung aufzusuchen, der Genüge geschieht durch den in (81) stehende 
Werth von y, welcher sich auch so schreiben lässt: 

y = (a:* + 96) ^ (x) + 21aj*'(«) 
Aus diesem y folgt durch Differenziren , wenn man zugleich die Glei- 
chung (82) berücksichtigt: 

y'=25ic»^(af)-+ (aj* + 117) ^'(a?) 

Differenzirt man nun dieses y , und berücksichtigt man wieder die Glei- 
chung (82), so erhält man: 

y"= ««(«*+ 192) ^(aj) + 29ajV («) 
Elliminirt man nun aus den letzten drei Gleichungen das ^(o?) und das 
ij/ (x) f so gelangt man zu nachstehender Differential - Gleichung : 

(«»—312«*+ 11232)/+ 8aj» (156 — «*)y'—aj«(aj«—416aj*+22464)y = 

und dies ist die gesuchte Differential - Gleichung , welcher durch den in (81) 
aufgestellten Werth von y Genüge geschieht. 

Setzt man 

»r+ 6y'- x^{xy'+ 16y) = Q 
und 
(««—312«*+ 11232)/+ 8«»(156 — aj*)y'-"ajVajS—416«*+22464)y = P 

so überzeugt man sich leicht von dem Stattfinden folgender Gleichung: 

(«8— 312«* + 11232) Q = P'« + 6P 
Diese Gleichung gibt mit «'^ multiplioirt 

«» («« - 312«* + 11232) Q = ««F + 6«*P 
und lässt sich nun so schreiben: 

-pft («8 _ 3i2aj4 + 11232) Q = ^ {x^P) 

Der erste Theil dieser Gleichung wird Null t&r 

Q = 

und der zweite Theil derselben Gleichung wird Null für 

«•P=(7 

unter C eine willkürliche Gonstante verstanden , es ist somit das Integrale der 
Gleichung Q = 0, d. i. der Gleichung: 

«. j,- +6f=x^ {xy + 16y) (80) 

x^P^= C, d. h. es ist dasselbe: 

«•(«»— 312«*+ 11232)y'+8«« (156— «*)y'-Ä«(««-416«*+22464)y=C7 (83) 
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Will man sieh von der Biohtigkeit dioses in (83) stehendan Integrales 
der Oieiolmng (80) überzeugen, so dififerenzire man die Oleichnng (83), man 
erhält dann , wenn man die auf diese Weise erlangte Oleichnng durch den 
allen Oliedem derselben gemeinschaftlichen Factor 

Ux^^ — 3120 x^ + 67392 «* 

wegdividirt, die vorgelegte Gleichung (80). 

§. 25. 

Die Differential - Gleichung 

y'"+ ^ (a: + a)y"+A^ (x + aYy + A^ {x + a)»y = (84) 

habe ich auf Seite 108 der zweiten Fortsetzung meiner Studien behandelt. 

Auf Seite 55 der ersten Fortsetzung meiner neuen Studien habe ich 
gezeigt, dass die Differential -Gleichung dritter Ordnung 

ftr 


auf die Differential - Gleichung 


Z = y« 


y+Ty + 86 •y = ^ 

fährt, falls zwischen den Coefßcienten £, M und JV die Bedingungsgleichung 

54iV— 27Jf'+9L"+18Lr— 18LAf+4i» = (85) 

stattfindet. 

Untersuchen wir nun, ob und in welchen FUlen die Gleichung (84) die 
so eben erwähnte Eigenschaft besitzt. 

Die Gleichung (84) Iftsst sich kürzer auf folgende Art schreiben: 

«"+ ^a?«'+ A^a^Z'\' A^x^z = (86) 

Setzt man nun 

L = AiXy M=A^x^, N=A^Q?; 

so lautet die in (85) stehende Bedingungsgleichung 

18 {A,^— 3-4,) a? + 2 (27^— 9-4, J,+ 2V)a^= 
und diese wird identisch erf&llt, falls 

-4,«=3J« 

ist. Die Gleichung (86) wird daher leicht integrirbar sein, falls sie folgende 
Gestalt hat: 

«'"+ A,xz"+ ^ « + ^'« = (87) 

Setzt man nftmlich hierein 

so ergibt sich y aus der Gleichung: 

y"+4^y + ^''''~'^ y = (88) 
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and mn diese zn integrirea, setae ioh in dieselbe (siehe Seite öO der ersten 
Fortsetinng meiner Stadien) 

y = e"' Y 
Dann ist 

y'=e"'(r+2«a!y) 

y"= ««••[r'+ 4a» r + (4««a:« + 2«) a] 

and die Gleichang (88) geht dadaroh fiber in: 

Sie yereiofftcht sich ftlr 

A^ 

^~ 12 

und geht dadurch fiber in: 
hieraus folgt: 

es ist somit: 

das Integrale der Gleichung (88), C^ und Cq bedeuten willkürliche Constante. 
Das Integrale der Gleichung (87) ist somit: 

wobei Aj Bj C willkflrliche Gonstante bedeuten. 


Sechszehnter Abschnitt. 


Bemerkungen über Dif erential - Gleichungen von hypergeonetriechen 

Functionen. 

§. 26. 

Ich habe auf Seite 33 der ersten Fortsetzung meiner Stadien für die 
Differential - Gleichung 

{x-a) {x-ß)y"-[{B+i,-l){x-a) + 

+ {A + (,-l){x-ß)]y'+i,iA + B + i,-l)y = (73) 

das Integrale 

ß 

y =j(u - «)^-' (tt- |J)*-* (x — ufdu (89) 

a 

gefunden, nnd diese ist richtig in dem Falle, in welchem^ nndJS positive 
Zahlen bezeichnen, oder solche imagin&re Zahlen, deren reeller Bestandtheil 
positiv ist 

Sind A nnd B reelle, ganze positive Zahlen, so Iftsst sich in der Begel 
das in (89) stehende Integrale in entwickelter (xestalt darstellen. Es ist 
nämlich, wie leicht einzusehen , wenn F{u) ein ganzes algebraisches Polynom 
von der Form 

F{u) = (« - af-' (u - /J)^-^ 

ist 

wie man sich durch wirkliche Differentiation dieser Formel überzeugen kann, 
nnd die Gleichung (90) ist correcti wenn keine der nachstehenden il-h£—l 
Zahlen 

p + 1, f* + 2, p+3, ... f* + 4 + 5 — 1 
NuU ist 
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Ist z. B. 
4=3, ß = 4, f* = — 4, a = — 1, /» = + ! 
so lautet die aus (73) hervorgehende lineare Differential -Gleichung: 

{x -!)(« + l)y'+ (Sx - l)y'_ 8y = (91) 

und das Integrale dieser Gleichung ist: 

y = j{u+ 1)« (u — 1)« (x — uf^du 

Dieses Integrale lässt sich nicht ermitteln mittelst der Formel (90), denn 
die Zahlen 

^ + 1, fi + 2, f. + 3,,..fi-H4 + 5-l 

lauten in diesem Falle: 

-3, -2, -1, 0, +1, +2 

und die vierte dieser Zahlen ist Null. 
Das Integrale der Gleichung 

(a.«_ 1) /+ (3aj - 1) y - 8y = (91) 

lässt sich aber aus der Formel: 

dx 

ableiten, welche ich auf Seite 12 der ersten Fortsetzung meiner Studien auf- 
stellte, und ist 

aus dieser folgt: 

y = 5aj* — 2« — 1 

Das vollständige Integrale der Gleichung (91) ist nun, wie leicht zu finden : 

(Siehe Seite 60 und 61 meiner ^Vorlesungen'^,) 

§.27. 

Sind A und B reelle ganze positive Zahlen, und ist f» eine solche Zahl, 
dass keine der Zahlen 

fi + 1, f* + 2, f* + 3,,.. f* + 4 + S-l 

Null wird, so gestattet das Integrale (89) folgende Schreibweise: 


...+ 


•=!) (« — «) J — 


(^+l)(^+2)0» + 8),..(^ + ^+B-l) 


fa 5)"+^ ^<^ I ^^ ix S)\ ^'^ (x ß)' I 


•••^ 0*+i)(»«+s)(<»+»)...(j»+^+B-i) ^ P^ J 


(92) 


"•" (»»+ 


• • • 
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wo die in den eckigen Klammern stehenden Polynome abbrechen, nnd somit 
Ton endlicher Gestalt sind. 

Ist fL eine gebrochene, oder eine irrationale oder eine imaginäre Zahl, 
so lässt sich sehr leicht nachweisen, dass jeder der beiden Theile, aus denen 
die letzte Gleichung besteht, f&r sich der Differential - Gleichung (73) Genfige 
leistet, nämlich, dass sowohl 

als auch 

particuläre Integrale der Gleichung (73) sind, denn setzt man y^ in die 
Gleichung (73), so muss das Substitutionsresultat offenbar von der Form 

sein, woselbst das in den eckigen Klammern stehende Polynom geschlossen 
ist, und Pq, Pj, Ps«..Pi^£^2 ooi^s^te Zahlen bedeuten, ebenso muss das 
Sabstitutionsresultat von y^ in die Gleichung (73) zu einem Ausdrucke von 
folgender Form fflhren: 

(«-«'' "^'[Q« + Ol («^-/») + Q.(«^-ft'+...Q^+^.,(a^-ft^+*"'] 

wo ebenfalls das in den eckigen Klammem stehende Polynom geschlossen, 
^^d Qo» ^ > Qa- • •Q^+£.2 constante Zahlen sind^ also muss das Substitutions- 
resoltat von dem in (92) stehenden y in die Gleichung (73) f&hren auf fol- 
genden Ausdruck: 

{x^ar'^'\P,+P,(x-a) + P^ix-ar+...+P^^^__,{^^^ 

■Q,+ Q,(«-/J) + Q.(x-/l)«+,.. + Q^^.^_,(a:-ft^+^-*] 

Diess soll aber Null sein, weil das in (92) stehende y ein Integral der 
Gleichung (78) ist Ich behaupte nun, diess kann nur dann Null sein, wenn 
der erste Theil ffir sich, und der zweite Theil ebenfalls f&r sich Null ist, 
denn sonst würde aus der Gleichung 

(x-ar'^'[p, + P,{x-a) + P,{x-ay+...+P^^^^,{x^^ 

-ix-ßr^'[Q,+Q,{x-ß) + Q,ix^ßy+... + Q^^^^,(^^^ 
folgen: 


-ix-ß)'^' 
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was unrichtig ist, weil nach der fttr f» gemachten Voranssetsong der Ansdraok 

nicht einem algebraischen rationalen Brache gleich sein kann. 

Da also die beiden Sabstitutionsresultate jedes fQr sich verschwindet^ so 
sind ^1 und y^ particul&re Integrale der vorgelegten Gleichung. 

Ist z. B. 

4 = 3, 5 = 4, fi = |, a = -l, /J = + l, 
so hat man die Differential - Gleichung : 

und ihr genügt: 

y = Ci (« + D* [429 -429 (« + 1) + 156 (aj + 1)«— 20 (aj + 1)«] + 

+ Cg (« — 1)* [143 + 104 (a: - 1) + 20 (« — 1)«] 
wie man sich leicht durch wirUlche Substitution überzeugen kann. 

§. 28. 
Man kann das Integrale der Gleichung (73) auch so schreiben: 

ß 

y=j(v- a)-" (« - ß)-^ (« - »)-*+'+"-' du (93) 

a 

und diess Integrale ist richtig , im Falle 1 — A und 1 — J5 positive Zahlen 
sind, oder solche imaginäre Zahlen, deren reeller Bestandtheil positiv ist. 

Sind A und B reelle ganze negative Zahlen, so ist 

(tt — a)~ (m — ß)" 

eine ganze algebraische Function von u, und man kann daher mit dem in 
(93) stehenden Integrale genau so verfahren, wie wir vorher mit dem Inte- 
grale (89) verfuhren. 

Li dem Specialfalle 

4 = 0, B = 

nimmt die Gleichung (73) nachfolgende Form an: 

(aJ-«)(«-/»)y'-(ft-l)(2«-a-/l)y'+fi(ft-l)y = (94) 

und ihr Integrale ist alsdann 

ß 


y=\(x — tt)** * du 


Diess gibt, falls f» nicht gleich Null ist: 

y = ^[(x-aY-(x-ßr] 

Man überzeugt sich leicht, dass in diesem Falle das vollständige Inte- 
grale der Gleichung (94) folgende Gestalt hat: 

y=C,{x-ar+C,{x-ßr 
unter C^ und Cg willkürliche Gonstante verstanden. 
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Setzt man in die Gleichung (94) 

« = 1, /5 = |, f* = — i 
so erhält man die Gleichung 

(x^^ix + |)y"+ (» «_ 2)y + iy = 
Ihr Integrale ist somit: 

(Siehe Liouville's Journal de Mathematique vom Jahre 1881, in 
welchem M. D^sir^ Andr£ auf Seite 287 dieselbe Gleichung integrirte.) 

§. 29. 

Ich will nun jene lineare Differential - Gleichung dritter Ordnung auf- 
Buchen , der genügt wird durch folgenden Werth von y : 

ß 
y=J(t* — a/-'(u — /?)''-*(« — y)^-'(« — w)'*dw (95) 

a 

woselbst a, ßy y drei von einander verschiedene Zahlen und A^ B, C positive 
Zahlen bezeichnen; [i setzen wir constant, sonst aber beliebig voraus, jedoch 
stets so, dass sowohl y als auch y\ y\ y" einen Sinn haben. Es ist klar, 
dasSy wenn /x eine reelle ganze positive Zahl wäre, der in (95) stehende 
Werth von y ein ganzes algebraisches Polynom vom Grade f» ist. 

Aufi obigem y folgt: 
y'=pj(v—a)^-*(f«_ft^-»(u — y)^"*(aj — «)'•-* du 

a 

/'= ^ 0» - 1) (^ _ 2) J(« — «)-*-' (tt - /S)'-' (« — y)"-* (» - «/-'du 

a 

Soll nun der in (95) stehende Werth von y der Gleichung 

x^r-\- ^y"+ ^.y + -Xoy = (96) 

genügen, so muss das Besultat der Substitution von dem in (95) stehenden y 
sammt den aus diesem y hervorgehenden Werthen von y\ y\ y" in die 
Gleichung (96) auf Null führen, d« h. es muss sein: 

J(„_«)^-*(«_/})*-^(^-.y)^-^[^(^^l)(^_2)23 + fe(fe-l)(«-u)JE,+ 

a 

+ f»(«— u)«J[, 4- (a?— «)»J[j](a! — u)""'«!« = (97) 

Ich setze nnn das onbeBtimmte Integrale des links vom Gleichheitszeichen 
stehenden Aasdrackes der Oleichnng (97) gleich 

A (tt — af (tt — /J)* (tt — yf (« — «)"-* 

8pitB«T, N«iM Stsdian. 8. Ftorto. SdÜun. 8 
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d. h. ich setze: 
(u-a)^-\u-ßf-\u-Yf-'{li(ii-l){l^-2)X,+iii,i-l)(x^u)X^+ 

= X{u—af{u^ß)^{u'^Y)\x—uf-^ (98) 

und bestimme sodami X^^ X^, X^^ X^ and die constante Zahl X so, dass die 
Gleichung (98) identisch stattfindet, denn gelingt mir diess, so ist auch die 
Gleichung (97) identisch erfüllt. 

Aus der Gleichung (98) folgt durch Differenziren: 

(^-«)^~'(t^~/J)'~'(t*-y)''"'^(/*-i)(f*-2)jr3 + ft(f*-i)(a.-u)Z.+ 

+ fi(a5-M)«-X, + (i-u)»Z,](a?-<-' = 
= A4(t*— a)^~'(w--/S)^(u-y)^(aj— w)''-* + 

+ Afi(u-a)^(ii-ft^-'(tt-y)^(*-u)''-*4- 
+ AC(w-a)^(tt-/J)^(tt-y)^"'(aJ— 14)**"' — 

Diese Gleichung ist durch 

{u-^a)^''{u-ßf'''{u-Yf'\x^uY''' 
abkürzbar, und nimmt man die Abkürzung vor^ so erhält man : 

^(f*-l)(/i— 2)J^ + fi(/t-l)(«-tt)-X, + f*(«--tt)'-Xi + (aJ-tt)«-Xo = 

= Ail(u — /J)(tt—y)(aj — tt) + Xfi(u— «)(<*— y) («—«) + 

+ AC(tt— a)(tt--/5)(aj-^tt)— A(/x— 2)(tt — a)(u— /J)(tt— y) (99) 

Diese Gleichung soll nun identisch stattfinden, folglich muss sie statt- 
finden, für jeden Werth von u^ also auch für u -= a;; setzt man demnach in 
(99) tt = sc so erhält man : 

fi (/i — 1) (/* — 2) Z, = — A (f* « 2) (a: - «) (aj - /») (« — y) 
und hieraus folgt: 

^3 = ~ ft(/-i) (^ — *^) (^— /*) (* — y) 

Setzt man daher 

A = — fi (f* — 1) 

so ist 

X^= {x — a) {x — ß){x — y) 

Setzt man nun in die Gleichung (99) für X und flbr X^ die so eben ge- 
fundenen Werthe, so erhält man : 

f*(f*-l)(f*-2)(aj-a)(aj-/S)(^-.y)+fi(ft-l)(«-u)Jr,+fi(«-tt)«JS; + 
+ {a^-urX^=-li{li-l)Ä{u-ß){u^Y)ix-u)- 

— f*(fi— l)fi(u — a)(u— y)(aj — tt)— fi(fft — l)<7(ii— a)(tt— /S)(a;— tt) + 

+/i(f*-l)(f*-2)(u-«)(u-/})(u-y) 

Da diese Gleichung ßn x=:u identisch stattfindet, so muss sie auf NuU 
gebracht (d. h., wenn man alle Glieder der Gleichung auf eine Seite bringt) 
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dnrch x — u theilbar sein. Bringt man daher alle Glieder dieser Gleichung 
anf eine Seite des Gleichheitszeichens, und dividirt mau das so erhaltene 
Oleichnngspolynom dnrch x — « , so erhält man : 

^(,t-l)(^-2)[««+ttx+tt«-(« + ^ + y)(ar + tt) + «^ + «y+/}y] + 

+ ^0t— l)JB(tt— «)(«— y) + ft(jt— l)C(tt— «)(«— /J)=0 (100) 

Diese Gleichung soll nun wieder identisch stattfinden, folglich muss sie 
stattfinden f&r jeden Werth von «, also auch ffir u = x, setzt man daher in 
dieselbe « = «, so erhält man : 

^0»-l)0t-2)[3aj«-2(«+/}+y)aj+a/} + «y+^y)] + ^(/t-l)J[,+ 

+li{f,-l)A(x-ß){x-r)-\-li{lt-l)B{x-a){x-r) + 
-\-^Qi-l)C(x-a)ix-ß)=0 

Diese Gleichung ist durch f» (/i — 1) abkfirzbar und liefert dann fol- 
genden Werth fOr X, 

X,=i2-f^-A){x-ß)(x-r)-{-i2~(i-B)ix-a)(x-r)-\- 

+ (2-i,-0(x-a)(x-ß) 

ftbii man in die Gleichung (100) den so eben gefundenen Werth von 
I, ein , so erhält man: 

f(f»-l)0t-2)[«'+«aj + tt«-(a+/}+y)(aj+tt)H-a/J + ay + /}y] + 

^nQi-l)i2-ii-A)(x-ß)(x-r)-\-li(li-l)(2-ti-B){x-a)(x-Y) + 
+ ^(,i-l){2-ii—C)(,x-a)(x-ß)-^li{x-u)X^ + (x-u)*X^+ 
+fi{li—l)A(u—ß)iu-r)+li(li—l)B{u—a)(u-y) + 

+ ,t(^-l)C(tt-«)(u-P)=0 

ond diese Gleichung wird Null fBr u = x, sie ist somit durch x — u ab- 
kfirzbar. Bevor wir die Abkürzung der Gleichung durch x — u vornehmen, 
ordnen wir dieselbe. 

Sie lautet geordnet: 

>*(»»— 1)(F— 2) [«•+««+»"— (a + ß + j')(a! + M) -|-a/J + «y+/Jy— 
— (x—a) (x—ß) — (x—a) (x—f)— (x—ß) (as— y)] + 
+ ft(F- l)[/l («-« (u-y) + 5(u-a) (tt-y) + (?(«-a) («-/})- 
--A{x—ß) (x—y) —B{x — a) (x—y) — C(x — a) (x—ß)] + 

+ ft («- «) js, + (» - «)« j; = 

tmd fuhrt nun durch x — u dividirt, zu folgender Gleichung: 

~f,(n-l)(f,—2)[u+2x-a-ß-y]-\-fi((i-l)[A{ß-\-Y)+B{a-\-y)^ 
+ Cia+ß)-(A-\-B-\-C){u+x)] + iiX, + ix-u)X^ = (101) 

Setzt man in diese Gleichung u = «, so erhält man: 

-|»(,»-l)(ft-2)(3x-«-p-y)+/t(^-l)[il(/}+y) + £(« + y) + 

+ C(a+ß)—2{A + B + C)x]-\-iiX^z=0 
und hieraus folgt: 

^=(*»-l)[(«-«)0»-^2 + 5 + <7)+(«-«(,t-2+^+(7)+ 

+ {x-y)(ti-2+A-\-B)-\ 
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Wird nun dieser Werth von X^ in die Gleichung (101) eingeftthrt, so 
erhält man: 

/tO»-l)[(2-^)(«4-2ar-«-^-y)+J(^ + y)+£(a + y) + C(«+ft- 
-(A+B-{-C){u + x)-\-(x-a)(ii-2+B-\-C) + ix-ß)((i-2+Ä+0-\- 

+ (x-y) (,» - 2 + 4 +5)] + (x-u) A. =0 

und diese Gleichung ist durch x — u theilbar. 

Dividirt man dieselbe durch x — u so erhält man: 

li(lt-l)(ii-2 + A-^B-{-0-\-Xo=0 
woraus 

folgt 

§. 30. 

Sucht man daher jene lineare Differential - Gleichung dritter Ordnung, 
der Genfige geschieht durch 

f 

y=j(u- a/~ ' (« - ßf-^ (« — rf~^ (« — «)" du (95) 

a 

80 findet man die Gleichung: 

(x^a)(x-ß){x-^y)f'+[(2-ii-A)(x-ß)(x-y) + 
^(ß^^-B)(x-a){x-Y) + i2-(i-0(x-a)(^-ß)]y'+ 
+ (f,-l)l{x-a)(ji-2 + B+0 + ix-ß)iii-2 + A + + 
+ (x-Y)(i^-2 + A + B)]y'-ii(ii^l){li--2+Ä + B-[-C)y=0 (102) 

und substituirt man hierein für y seinen in (95) stehenden W«rth , so erh&lt 
man als Substitutionsresultat 

was im Falle A^ Bj C positive Zahlen sind , Null wird sowohl für « = a, 
als auch f ür ti = ^ (als auch führ u = }'). 

§. 31. 

Im 71. Bande des Borchard' sehen Journales für die reine und ange- 
wandte Mathematik (1870) hat Herr L. Pochhammer eine Arbeit pubUcirt 
über hypergeometrische Functionen n^ Ordnung. In dieser Arbeit hat Herr 
Pochhammer diejenige lineare Differential - Gleichung n^ Ordnung auf- 
gestellt, der genügt wird durch 
* 

y = j*(«~a,)*'-' (« - flg**-' (tt - a,)*'->. . .(tt-aj*"~' (tt — «)*-'dM 

9 

hier bedeuten a, , o,, a^...a^ von einander verschiedene Zahlen und \^ 6,, 
\"*^n P^si^i^^ Zahlen y g und h bedeuten irgend zwei der n Zahlen *) Oi, 

ein y «M • • • vS • 


*) Fochhammer beieichnet mit g and h irgend zwei der n-f-i Zahlen Og, o,, o^... 


a^ und 0?. 
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Setzt man nämlich (siehe 71. Band von Borchard's Journal, Seite 334) 
9(aj) = (« — Ol) (» — o^) (sB — fl^). . .(SB — aj 

80 lautet die von Poohhammer aufgestellte Differential - Gleichung 


Ich kam auf Seite 11 der ersten Fortsetzong meiner Studien über Inte- 
gration linearer Difforential- Gleichungen zu der Gleichung 

(«-«)(a5-/J)/-[(-B+F-l)(«-«)-|-a + /»-l)(«-ft]y'+ 

+ li{A-\-B-\-(L-l)y=0 (73) 

ihr genflgt, faXia A und B positive Zahlen bezeichnen, das Int^rale 

y=\(u — «)-*-* (« — /})'- * (as — «)" dtt (89) 

a 

Will man dieOleichung (73) in der Pochhammer 'sehen Form schreiben» 
80 setze man 

fp(x) = (x — a){x— ß) 

if{x) = A{x'-ß)+B(x—a) 

man erhält dann fftr die Gleichung (73) die nachstehende Gleichung : 

Ich fand femer im §. 30 dieser Schrift für die Gleichung (102) das 
Integrale 

ß 

y=J(tt — «)^"'(ie-/J)*-*(ti — y)^-'(aj-tt)''die (95) 

a 

Will man die Gleichung (102) in der Pochhamm er'schen Form 
schreiben, so setze man: 

9(x) = (« — «)(«— ß) (x — y) 

* (a?) = 4(« — iJ) (a? — y) 4- 5 (a? — a) (aj — y) + C(aj — a) (x — ß) 

sie lautet sodann: 

and die von mir im §. 30 gefundene Gleichung (102) stimmt mit der so eben 
aufgestellten Gleichung, welche ein Specialfall der Pochhammer'sohen 
Gleichung ist, vollkommen überein. 
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§. 32. 

Sind in der Gleichiuig (102) A^ B^ C reelle ganze positive Zahlen and 
ist fi eine Zahl von der Eigenschaft, dass keine der Zahlen 

f* + l, f* + 2, fi + 3, ^ + 4 + 5+^^2 

Null ist, so kann man, ganz wie früher vorgehend, nachweisen, dass die drei 
particnlären Integrale der Gleichung (102) auf folgende Form gebracht werden 
können : 

Setzt man 
und sind a^ ß, y drei untereinander verschiedene Zahlen , so ist: 

•••^(,.+ l)(^+2)(p + 8)... (,.+^+5+0-8)^* ''' J 

Im Falle die Nenner von |y,, y, and y, lauter poaitire Zahlen sind, 
kann man j^j, y, und y, auch so schreiben: 

y'= r(,» + 8) •■^w+ r(p+8) --^ w+ rty^4) •■p' («)+.•• 

I {iß—P) F^^+^H-^'-»)//« 
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§. 33. 

Setzt man in die Gleichung (102) 

A—B=C=0 
80 lautet dann dieselbe 

(ar-«)(«— /J) (as-y) y"'- (ft -2) [(«-/?) («-y) + {ie-a){x - y) + 
+(a!-«)(x- /J)]y"+0»-l)((t-2)(3a!- « -/J-y)y-^0t-l)0t-2)y=O 

oder in der Pochhammer'schen Form, da alsdann ^(a;) =0 wird 

9'(a')y"-0»-2)9>'(a')y"+ 

+ »-*><^-»> y»y'- ^^^''-^j^'*-«) y-»y=0 (103) 

and dieser Qleichimg gentlgt man, wie man sich sehr leicht überzeugen kann, 
durch folgenden Werth von y 

unter Q, C,, C^ willkürliche Gonstante verstanden. 
Setzt man in (103) 

so geht die Oleichnng (103) über in: 

{??- 1) /'-f |ir«/+ |a^y - |y = 
Auf diese Gleichung kamen wir auf Seite 54 der ersten Fortsetzung 
imserer „neuen Studien", das Integrale dieser Oleichnng ist: 

unter X eine imi^äre Wurzel der Oleichnng 

A» = — 1 
und unter C^y C,, C, willkürliche Gonstante verstanden. 
Setzt man in (103) 

^p(a5) = a5* — 1, ii,-=^ a -^-2 

80 geht die Gleichung (103) über in: 

(aj»— 1) y'"— 3aajV'+ 3« (« + 1) «y — « (a + 1) (a + 2)y = 
und diese Gleichung wurde von Eitschin aufgestellt und integrirt (siehe 
Seite 54 der ersten Fortsetzung unserer „neuen Studien") mittelst folgender 
Formel: 

y = C, («_ 1)«+«+ Ci {X - <+«+ C^{x - aiV*"' 
wobei o und o' die beiden imaginären Wurzeln der Gleichung ai' =% 1 vor- 
stellen, und C^y C^y C, willkürliche Gonstante sind. 

Setzt man in die Gleichung (102) 

A=B=C=l 

80 erhSlt man die Gleichung: 

(«-«)(«-/»)(«-y)r+(i-f*)[(*-«(«-y) + (aj-«)(«-y) + 

+ («-«)(aJ-«]y'+ji(f*-l)(3aj-«-/J-y)j^-,*(fi«l)(fi+l)y=0 
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oder in der Pochhammer'schen Form, da in diesem SpeciaUalle 

ist, 

und dieser Gleichang genfigt folgender Werth von y 

unter Cj, C,, (7, willkfirliohe Gonstante verstanden. 

§. 34. 

Setzt man in die Gleichung (102) 

A = 2, a = 

5 = 4, iJ = l, f* = -| 

C=5, y = 2 

so erhält man die Differential -Gleichung: 

Wird diese nach der im §.32 aufgestellten Formel integrirt, so er- 
hält man: 

_ ♦ r 16.4«.« ■ 160. 4». a?^ 1008.4^a?* . 4608. 4*. g* 15480. 4*. g* . 
yi— K«|^ 5 -r 5 9 6.9.18 ■+■ 6.«.18.17 6.9.18.17.21 • 

, 86720. 4^a;^ 55440.. 4'. a?^ , 40820, 4«. a;* l 

•5.9.18.17.21.26 5.9.18.17.21.26.29 "»" 5.9.18. 17. 21.25. 29. SsJ 

oder in reducirter Form: 

_ ,*r r _ 40 a?^ 112a?* 2048a;* , 27620 g' __ 1024 g< , 

yi— K«|^» 9 + 18 18.17 "'^ 18.17.21 6.7.18 "*" 

, 45066«^ 181072g« "1 

"*" 8.6.18.17.29 8.6.18.17.29.SsJ 

ferner ist: 

V -VI~i{6(x n« 72.4(g-l)* 240.4«(g^l)' . 1440.4»(g-l)« 
y« — K » A [O (a? i; j^ -I j-^-^j h 17.21.26 

15120. 4* (g — 1)^ I 40820.4* (g — l)n 
17.21.25.29 ^" 17.21.26.29.88 J 

oder in reducirter Form: 

y. = V'^^[(«_l)»_«(a,-l)«+j?^(x-l)»+i^(«-l)«- 

endlich ist das dritte particul&re Integrale der obigen Gleichung 

— 1/ _o r ^»4*(g— 2V , 840.4Vg— 2)» , 6480.4^(g— 2)' , 
yz—V^ ^y 6.9.18.17 '*' 6.9.18.17.21 •6.9.18.17.21.26"*" 

, 26200. 4' (g — 2)^ , 40820. 4' (g-- 2)* "1 
"^ 5.9.18.17.21.26.29 > 6.9.18.17.21.26.S9.88J 

oder in reducirter Form: 

y.=l>-5=2 [(0^-2)*+ ^ (a; -2)»+ i^ (ar-2)*+ g ((c-2)^+ ^^ (a>-2)-] 


§. 35. 

Snehen wir nun jene lineare Differenüal-Gleichiing dritter Ordnung auf, 
der Genüge geechieht durch 

y = j^ [(« - «)^~' ix - ßf-' (X - rf^'] (104) 

wobei «^ fi^ Y drei von einander verschiedene gegebene constante Zahlen be- 
zeidmen. 

Aus der Gleichung (104) folgt; wenn man selbe fi+ Imal differenzirt: 

y<^+*> =(x- a)^-' (X - ßf-' {X - vf'' (105) 

Wird diese Gleichung noch einmal differenzirt, so erhUt man: 

/+«=(il-l)(«-«)^-«(«-/l)'-»(«_y)<'-> + 

HB-1) (« - u)^-\x-ß)''-\x-y) '^'■\. (C-l) (0S-a)^-\x - p)'^\x - y) '^* 

multiplioirt man diese Gleichiing mit 

(as — c) (« — /J) (« — y) 
nnd berficksichtigt man noch die Oleichnng (106), so erhslt man: 

(a,-a)(«-|J)(«,-y) ,*+•> = 
=[(il-l)(«-|I)(«-y)+(ß-l)(«-«)(«-y)+(C-l)(«~«)(«>-/I)]y*+'> 

Wird diese Gleidinng 1 — f» mal nach » differemdrt, so kömmt man lu 
uehstehender Gleichung: 

(«-«)(«-« («-y)y"'+ 

+(l-f») [(«-/j) («-y)+(«-«) («-y)+(«-«) («-|J)]y"+ 

i-li(fi—l)(3x-a—ß—y)i/ + fi(ii+l){l-it)y = 
= [(A- l)(x-ß)(x-y) + (B-l)ix-a)ix-r)-\-iC- l)(«_«)(x_/J)]y"+ 
+ (l-^)[(B+C-2)(«-«) + (4+C-2)(«-/J)+(il+5-2)(«-y)]y+ 

+ ^0»— l)(-ä+B+C— 3)y 

und diese lantet geordnet, folgendermassen: 

(»-«)(«-/J)(e-y)y"+[(2-*t-^)(«-|J)(«-y)+(2-(»-fi)(<»>-«)(«-y) + 

+(2_ ^_ CT) («-«) («-|J)]y'+ 0»- 1) [(B+ C+ 1»-2) («-«) + 
+ (4+ (7+f»-2)(«-/J) + (4 4-5+^-2) («-y)]y'- 

— (»0»— l)0»+4+Ä+C— 2)y=0 (102) 

Diese Gleiohnng ist, wie man sieht, vollkommen mit der Gleiehnng (102) 
identisch, auf welche wir im §. 30 dieser Schrift kamen. Der Gleichung (102) 
genfigt somit erstens 

ß 

y =J(« - af-' («-/»)•-»(«- y)«-» (« -> „)•■ du (96) 

und zweitens 

9 = ^^[(* - «)^"' (* - «'"* (• - y)'"'] (10*) 
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beide unter der Yoraiissetzung, dass u^ ß^ y von einander verschiedene Zahlen 
bezeichnen , and dass die aufgestellten Werthe einen Sinn haben '). 

§• 36. 

Ganz ähnliche Besultate &nden wir auf Seite 12 und Seite 33 der ersten 
Fortsetzung unserer Studien für Differential-Gleichungen der zweiten Ordnung, 
und nun suchen wir jene lineare Differential -Gleichung n^ Ordnung auf, der 
Gtonflge geschieht durch 

y = -4^A{x-a,)'^-\x-a^'^-\x^a,^^^ (106) 

Ans dieser Gleichung folgt: 

Differenzirt man diese Oleiohoog einmal, so erh&lt man: 
!/'+*^ = (i, - 1) («-o,)**-* («- o^»«-* (»-«,)*•-'...(«- aj'"-^+ 
+ (b,-l) (e-a,)»'-»(«-(0*'-(«-a^*'-» . . . («,_«J»«-»+ 
+ (&,-l) (x-a,)*^-\x-a^*'-\x-a,t-* . . . (x-aJ*--*+ 

+ 

+ (6,-l)(a!-«,)»'-»(«-«i,)*'-'(«-a,)*'-'...(«~aJ*»-» (107) 

Setzt man nun: 

(« — o,) (a? — o,) (x — a,) . . . (« — oj = 9 («) (108) 

and multiplicirt num sodann die Qleiehong (107) mit tp (sc), so erhUt man, 
wie leicht einzusehen, eine Gleichung, die sich so schreiben Iftsst: 

9 («) . j,'"*») == [*(«) - ,' («,)] y«"**) (110) 

Wird nun diese Gldohung n — fi — 2 mal differenzirt, so erhUt man: 
und dieses gibt geordnet: 

+ j(«-J-«),"(«,)_(—f-«)[^»_9"(,)](j,C-«) + 


*) Siehe hierftber in Lioayille't Journal de HUthematique Tom Jahie 1S7S die 
Arbeil Ton IL E Laurent pag. Si6 und Sie. 
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Nun ist bekanntlich 

Wird diese Gleichung benfitzt, so geht die Yorherige OleiGhang Aber in: 


— f^ — 


»(.)y'-'+[("-f 


— /»— 


9"(«)-C-f->'(«)]y^— ^+ 


9<-^«)-(*-^7»)*f-«(«)]y = (111) 


und diess ist, wenn num in selbe fOr f» die Zahl A — 1 setzt, genau dieselbe 
Gleichung, zu welcher Herr Pochhammer auf Seite 334 des 71. Bandes von 
Borohard's Journal gelangte, und welche er daselbst mit (16) bezeichnete. 

Man kann die Gleichung (111) noch schneller erhalten, wenn man die 
Gleichung (HO) auf folgende Weise schreibt: 


3^[9(«)y^'*^'1 = *W»^ 


und diese Gleichung n — ii — 2 mal dilFerenzirt. 
Man erUklt auf diese Weise : 


,»—11—1 


-F-» 


=^[9(«')y*+*^-fir:r:r[*(«)»***] = o 


dx dx 


(112) 


mtd das ist die Gleichung (111) in oonoiser Form geschrieben. 

Sclüiesslich will ich bemerken, dass sidi die Oleichong (111) auch so 
schreiben Usst: 

9 («) y*"' + [(n - jt - 1) 9' («) - * («)1 y**"'* + 


+C-r-')[--=f 

+r-r)[ 


•— fj — 8\ I »— ft — 


+ 


+C;i:r')r-i^ 




9"(«)-i^'(»)]y<-'> + 
9"'(»)-*"(«)]!^-«4- 


9<-«>(«)-*<-«(«)]y"+ 

9<"-»> («)-*<-*>(«)] y' + 
9« (•)-*<"-*) (•)ly=0 


§. 37. 
In dem Special&lle 

ftj = 6j = 63 = • . . = 6^ ^ 
wird 

^ (ä) = 

Die Gleichung (111) lautet in diesem Falle: 

+ C"r"*)v'"'^»)y=o (113) 

und dieser Gleichung wird genügt, ftr 

y = C,{x-a,r + C^{x--a^r + C^ix-^a^^+... + C^(x-a^^ (114) 

wobei C| , (7, , Q • • • C'^ willkttrliche Gonstante bedeuten. Der Beweis dieses 

Satzes ist höchst ein&ch , ich will ihn f&r den speoiellen Fall n = 4 durch- 
fuhren. 

In diesem Falle lautet die obige Gleichung: 

9(«)y""+('7'') v'(«)y"+('7'*)9"(«)/+('7'')9"' («)»'+ 

+ («-"),,"" (ar)y = (115) 
wobei 

> («) = («—Ol) («— o») («— a.) («— aj 

tp'ix) = («— o,) (as— a^ («— o^ + (x—a,) (x — o,) (x—aj + 

+ («— a,) (« — Oj) («— aj -f (»— a,)(a!— aj (as— aj 

q>"(x) = 2 [(«— a,) («— <m f («— a,) («— a,) + («— a,) (x—aj + 

+ («— a^ («— <^ + («— «>t) («—»4) + («—0») (»—«4)] 
9"'(«) = 6 [(«— o,) + («— «^ + («— «3) + (« — «4)] 

9""(«) = 24 
und 

y =(« — 0,)'' 

y" = f» 0» -" 1) (« — «i)""* 

/' = f» (^ - 1) (/» - 2) («-o,)"-» 

j,""= ^ (^ - 1) (^ - 2) (^ - 3) (« - o,)"-* 
ist. Fährt man diese Werthe in die Gleichung (115) ein, so erhUt man : 
(«— a,) («— o,) («— o,) (aj— 04) . ft (;»— 1) (ft— 2) ((t — 3) (« — a,)''~*4- 
+ (3— /») [(as— o,) («— <4) («— aj + («—«1) («— o«) («— «4) + 
+ (aj— a,) (as— a^) (aj— aj+(aj— a,) (a>— «i,)(a>— aj] .^(ft--l)(f»— 2) (a>— 0,)""'+ 
+ (3— (») (2 — i»)[(« — Ol) (aj—«g + (a! — <^)(»—03) + («—<»,) (as+aj + 

+(a^— «,)(»— o^ + (a>— a,)(«— a«) + («— as)(«--a4)] . ndi,— 1)(«— «,)'•"■+ 
-f (3~,t)(2-|t)(l-f»)[(«-a,)+(«-<i,)+(a>-a,) + (a!-fl,)].,»(«>-«i,)»-' 

+ (3-|»)(2-,»)(l-j»)(-/») . («~a,)''=rO 
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Diese Gleichung ist abkfirzbar durch 

^(^_l)(^_2)(p_8)(aj — o^r-* 
and fahrt man diese AbUrznng durch, so erhUt man: 

+ (a?— «,) (aj— o,) (« -- a^] («— a,) + [(«— «i) («— ö^ + («—«i) («— «s) + 

Multiplicirt man nun in die eckigen Klammem hinein, so hebt sich alles 
auf, und man erhalt die Gleichung = 0, wodurch die Richtigkeit des par- 
ticid&ren Integrales 

y = (a? — a^)^ 

dargethan ist, auf gleiche Weise Usst sich auch die Richtigkeit der andenn 
particul&ren Integrale darthun. 

§. 38. 

Man kann die Gleichung (111), wie es Pochhammer gethan, auch 
mittelst bestimmter Integrale integriren. Setzt man nämlich y in der Form 

y=jü{x — u/du (116) 

voraus, woselbst U eine einstweilen noch unbekannte Function von u be- 
zeichnet, und if|, u, constante, vorerst noch unbekannte Zahlen bezeichnen, 
so hat man: 

y" = ^ (^ — l)ju{x — uy^^du 

y"'= f, d, - 1) (fi - 2) JU(X - «r-'du 

und diese Werthe führen in (111) substituirt, zu folgender Gleichung: 
f*(f*— l)(f*— 2)...(|*— n-|-l)9(a^Jl7(a?— t»)''—dtt+ 

+ jtO»-l) ö»-2). . ö»-n+ 2) [(•*- J-*) y'(«) -*(«)]Jl7(«-«)''— +»dt. 
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+^o»-i)..(M-«+3)[("-;-*)9»-f^r>'(«)]J't^(«-»)'-"-''d« 




+mo»-i) . . (f»-»+4)[c^*) ^»-(""r')*"^«)]/ ^(*-«)''"""^*'^* 


+ 


+^(^-i)[(*-^7»),<--'»(«)-(\-jl7»)*<---«(«)]/ir(«-«)''-»d«+ 




+ [CT*) "'"' («) - r n-7') *'""*' («)]/i^(«— )'<i« = 

Diese OleidiaDg Usst ach, wie man sieb leicht überzeugen klmn, nach 
so schreiben: 

/t(,»-l)(^-2) . . . Ot-n + l)j'ir(«-«)''— [9(«)-(a!-tt)^»'(«) + 

-M (^-1) Ot-2) ...(,»- i»+2)J IT («-«)'•— +* {#-(«) - (aj-u)*» + 

und maa neht nun auf den ersten Blick, dasB dieee Oleicbnng dordi den 
oonstanten FMtor 

fi(,»-l)0.-2)...(^-n + 2) 

abkflnbar ist; ferner sieht man, dass TermSge der Taylor'sdien Beibe 

ist, somit geht die Gleiehnng (117) Ober in: 


JU(X — tt)'— [(^ _ « + 1) y («) _ (a, — it) ♦(u)J du = 


(118) 
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Wendet man nnn auf daa erste Integral, n&mlieh auf: 

«1 


Jr7(aj — 1*/"* (fi — « + 1) 9 (tt) du 


«1 
welches sich auch so schreiben Iftsst: 


-JUviu)^'-^^'^^äu 


die Methode des theilweisen Int^^^i^ ^9 ^ erhält man: 

(U {X — tt)**^* (fi -- « + 1) 9 (14) dl4 = 


biedorch geht die Oleichnng (118) Aber in: 

Uip («) («-«y-"+* ) +]"(«- «)"-"■*■' [^[U9 («)i- 17*(«)} «*« = 

und diese Gleichung wird identisch Null, wenn man ü so w&hlt, auf dass 
erstens 

^[U9(u)]-Ujl,iu)=.0 (119) 

wird, und wenn man femer die constanten Integrationsgrenzen so bestimmt, 
auf dass noch 

Utp (ti) (« — w)'*-*+* = (120) 

wird. Ans (119) folgt: 

somit ist: 

oder vermöge der bdden Formeb (106) and (109) 
log \U(u — Ol) (» — aj (tt — a,) . . . (u — o)J = 

lüerans folgt: 

U= (u - o,)*'-* (« - «g*«-» (u - <g»'-V. . . (« - a)*»-» 
Es ist somit das Integrale der Qleiohang (111) 

y=j'(u-a,)*'~'(«-«,)*'"'(«-<0**~*(«-««)*"~\«-«)''dti (121) 
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wo U|, u, zwei Wuneln der Oleichung (120) siad; und diese Gleiehimg (120) 
gestattet folgende Schreibweise: 

(u_ oj)** (w — o^** (« — «,)*•... (t« - aj*"(« ^ tt)'*-*+' = 
Das in (121) stehende Integrale ist tadellos, wenn 

htf hf *» — K 
positive Zahlen sind; femer mnss f» eine solche Zahl sein, dass sowohl y als 
auch y\ y"...y^^^ einen Sinn haben. 

In dem Specialfalle i, = fr, = fr, =. . .= i^ s 1 wird 

y = I (^ — uf du 

nnd wendet man die in §. 27 gebrauchte Schlussweise an, so folgt f&r y im 
vorliegenden lUle folgendes Integrale: 

§. 39. 

Ich habe im §. 30 jene lineare Differential «Gleichung dritter Ordnung 
aufgestellt, der Genüge geschieht durch 

y = j(u-a)^-'\u-P}'''\u-Yf-\x-urdu (95) 

und kam hiedurdi zu der Gleichung 
9(«)y''-[(fi-2)9>)+*(a^)jy''+-^[(M-2)9''(«^) + 2 

(siehe §. 31 dieser Schrift) , wobei 

ip{x) = {x — a){x — ß)(x — Y) 

*(aj)=4(« — /»)(« -y)+.JB (« — «)(« — y)+C(« — a) (« — /}) 
somit 

ist; Ap Bj C bezeichnen positive^ und a^ ß^ y drei von einander verschiedene 
Zahlen. 

Ich habe dann das Integrale der Gleichung (122) auch in folg«ider 
Form gi^eben: 

y = 7^ [(^ - «)^'"' (^ - ßf-' (^ - rf-^'] (104) 

hier bezeichnen gleichfalls a, ß^ y ^^^ ^^^ einander verschiedene Zahlen» ^ 
bedeutet eine ganze negative Zahl. 
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Ich will nun jene lineare Differential - Qleichang dritter Ordnung auf- 
suchen^ der genügt wird durch 

y = —x I «^ • (« - «)'' (« - ßA (123) 

Aus dieser Gleichung folgt: 


y^ '=ze .{x — a){x — ß) 
Nimmt man beiderseits die Logarithmen, so erh&lt man: 

Iogy^-'^= ^ + Blog(x-a) + Clog{x-ß) 

Durch Differenziren erh&lt man: 

y Ä , jp I c; 

y 
befreiet man diese Gleichung von Brüchen und ordnet man, so gelangt man 
zu nachstehender Gleichung: 

{x^a)^{x-ß)y^''-^'^=[-A(x-ß) + B{x^a)(x-ß)-^-C(x^ar]y^''^ 
Wird nun diese Gleichung X + 2 mal difierenzirt , so erhält man : 

ax 

= -^ {[-Aix-ß) +B(x-a) (x-ß) + C(«- «)•]»<-*>} 
dx 

nod wenn man die Differentiation wirklich dnrchfiUirt, so kSmmt man zu: 

(a,_a)«(ar-^)y"'+ (* + *)[(x- a)« + 2(«-a)(aj-|J)]y" + 

+ ('+*)[4(«-«) + 2(«-^)]y'4-6(* + ')y= (124) 

=[-A(x-ß) + B(x-a){x-ß) + C{x-ay]y"-\- 

+ (*+*) f-A+(SH-2C)(«-a)+5(«-^)]» + (^ + ')(25+2(7)y 

Es hat also diese Differential - Gleichung dritter Ordnung das Integrale 


dx *- -■ 


(123) 


ond dieses ist tadellos im Falle k gleich Nnll oder gleich einer reellen ganzen 
positiven Zahl ist. 

§. 40. 

Ich will nun jene lineare Differential - Gleichung dritter Ordnung auf- 
suchen, der genügt wird durch 

y = -^, \e^' ■" "« (X - af] (125) 

dx *- -* 

Aus dieser Gleichung folgt zunächst: 

Spitter, Nene Studien. 3. Forii. Schla8^. 4 
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Nimmt man beiderseits die Logarithmen, so erh&lt man: 

Diese Gleichung gibt einmal differenzirt: 

y!:^^ 2^ B , C 

(— ■*) (05 — a)' {X— a)* * 05 — a 

und von Brüchen befreiet: 

(a; __«).! y<-^+i) ==[_ 2i4 - 5 (^ — a) + C (oj — «)■] y^"*^ 
Differenzirt man nun diese Oleichung A -^ 2 mal , so erhält man : 

(x-a)»y"'-f3(*+')(«-a)V+6('t')(«-«)y'+6('+')y = 

^[-2A-B(x-a)+Cix-ay]y"+\'+^)[-B+2C(x-a)]y'+2C{'+^)y 

und diess ist die gesuchte Differential -Gleichung, welcher durch den in (125) 
aufgestellten Werth von y Genüge geschieht. 

§. 41. 

Ich habe auf Seite 35 meiner ^neuen Studien^ die Differential-Gleichui^ 

y^"^= Ax^y'+ Bxy + Cy 
integrirt durch Doppelintegrale von folgender Gestalt: 


C« 09 


:JJ« " «'-V-'(c;e*'"" + C,e*'"" + ...+C,c"*")d«<ir 





und will nun auf ganz gleiche Weise Differential -Gleichungen der Form: 

y^**^ = A a^y"+ Bx'^y" 4- Cy + Dy (126) 

in welcher A^ B, C, D gegebene, constante Zahlen sind, integriren mittelst 
dreifacher Integrale von der Form: 

OO 019 OD 



. ..4- r^/""'''*)dwdvdti? (127) 

wobei ich voraussetze n > 3 , ferner a , j3 , 7/ als positive Zahlen , sodann 
(7,, C, ...C^ als willkürliche Constante, und schliesslich A, , A,...A^ als 

Wurzeln der Gleichung 

}r = A 
um die Bichtigkeit des ausgesprochenen Satzes darzuthun, fasse ich ein 
particuläres Integrale besonders ins Auge, und setze: 

OS CO 00 
C C C **4- **4- " 

y=J J J«~^^~^ ««-V-'«)''-'e"'""'d«dt;d«) (128) 

U 
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Ans diesem folgt: 


09 CO OO 






OD CO CO 






CO ^ CO 




CO oo ^ 





Nun behandle ich dieses y^"^ dreimal nach einander mittelst der Methode 
des theO weisen Integrirens. Es ist n&mlich: 


n , n , n 






n.M. M 


= — « 


,,«+—V+""V «*••-*+ 




und wenn man zu den Grenzen und oo übergeht , so hat man: 




f 

I ff» a+M— 1 fi+n^l y + n — 1 Avvwo; i 

Je u V vf^ e aw = 



CO 

n . n . n 




Es ist somit nach einmaliger Behandlung mittelst der Methode des 
theilweisen Integrirens: 


CO CO CO 


rrr .«+.»+«» 




Behandelt man nun auf ganz gleiche Weise das Int^;rale 


I.- 




e * u"+*- V+"- V-%***'^*(y + Attt^w«) dt; 

so sieht man, dass man dasselbe vorerst auf nachstehende Weise schreiben kann : 


JH , M H 


4 


4> 
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and diess gibt nach der Methode des theil weisen Integrirens behandelt: 

1 M H W 

Geht man nnn zu den Grenzen und oo über, so hat man: 


cc 


J 






oo 




~ M o+n-1 Ä-1 y— 1 




somit erh&lt man nach zweimaliger Anwendung der Methode des theil- 
weisen Integrirens: 


CO OD CO 


C C C *4- ''4 ** 
«<"> = rj ]]6 * tt«+"-V-V-'e*"'"'[ft'+(/5+y + l);i«t>wx+ 



-1- A'tt'v'tr'oj'] du dv dw 
Behandelt man schliesslich anf gleiche Weise das Integrale : 

Jn n . H 
_ « 4-g 4-10 

so sieht man, dass man selbes vorerst so schreiben kann: 


Jn. n 
M a ß—i y— 1 Xuvw, 


n 
« 


[ßy "h (i' + y + l)^Mt;i(;a?-f~^****^*^*35*]d« 
and diess gibt nach der Methode des theilweisen Integrirens behandelt: 

— e " u^ xr"^ v?"^ e "'**'* [jJy + (j8 + y + 1) Attüto.« + A' «'«"«?'«'] + 

Führt man die Grenzen and oo ein, so erh&lt man: 


CO 


/, 


n ^ n , n 


e ** tt" *v ^tc;'' ******** [j8y-|-(j8-|-y + 1) Au VW« -f- 




CO 




folglich ist schliesslich: 
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oo CO Aa 




000 

und dies8 soll gleich sein: 
oder anders geschrieben, das letzt aufgeschriebene y^^^ soll gleich sein: 

eo oo c» 

000 

+ CXuvwx + />] du dv dw 
und damit diess identisoh stattfindet, muss demnaoh sein: 

X*aßyz=D 

r (c/J + «y + /Jy + a + /J + y + 1) = C 
A"(a + /J + y + 3)=5 

Aus diesen vier Gleichungen lassen sich l, a, ß, y bestimmen, es ist 
somit die lineare Differential - Gleichong 

+ «ßyy] (129) 
diejenige, weldier Genüge geschieht, durch den Ansdrudc: 


00 eo OD 


= J JJ« *^"^" «"-V-V-'[c,e^"' 


«0S I /^ A|««w« 




. . •■{- C^e Idudvdw 

woselbst C^y Cg . . . C7^ willkfirliche Gonstante bezeichnen. 

§. 42. 

Setzt man in die Gleichung (129) 

n = 3, A«=l 

und gebraucht man statt der griechischen Buchstaben lateinische, so kömmt 
man zu der Differential - Gleichung 

{x^— 1) y''+ {a + h + c + S)x^y' + 

+ (a6 + ac4-6c+a+fc + c+l)a:y4a6cy==:0 (130) 
und ihr Integrale ist: 

CO CO 00 


=ni 


8 a — 1^6— 1 e — 1 //^ Jiiuvwx ■ /> A^wvwx 


y = J J I e tt t; i£? (C\ «^ + C« « + 



und diess ist richtig, falls a, 6, c positive Zahlen sind, und A, , X^, A, die 
drei Wurzeln der Gleichung A' = 1 bedeuten. 
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Setzt man in die Oleichnng (130) 

a = — fft, &= — f*-j-l» <5 = — f* + 2 — 8-4, 

80 gelangt man zu der Gleichung: 
(«.»_ 1) y'"+ 3 (2 - ^ - X) aj«y"+ 

+ 3(f*-l)(^-2 + 2.4)ajy'-^(fi-l)(fi4-3il-2)y = (131) 

und diese Gleichung ist identisch mit jener Gleichung; die man erh&lt, wenn 
man in die Gleichung (102) 

A=B = C 

setzt, unter k die Zahl — | -f |V^ — 3 verstanden. 

Es ist somit die Gleichung (131) ein Specialfall der Gleichung der hyper- 
geometrischen Functionen. 


Siebenzehnter Abschnitt. 


§. 43. 

Der integrirende Factor z fflr die lineare Differential - Qleichong fQnfter 
Ordnung: 

/' + Z«y<* + X^y'"-^ X^y'-^ X,y + X,y = (132) 

wird gefanden, wenn man die Gleichung 

«<«- (Z,8)""+ {X,z)"'- iX,z)"-\- iX^t)'- X^z^O (133) 

integrirt. Entwickelt man die Gleichung (133), so erh&it man: 

z® - Z««'* + (Z, - 4Z/) z'"— (Z,— 3^' + ex/') z'-\- 
+ (^- 2 Z,'+ 32;"- 4.X^"')z- iX^ - X,'+ JX,"- V+ -3C«"")ai=0 (134) 

Die beiden Gleichungen (132) und (134) werden identisch gleich, falls 
folgende Gleichungen stattfinden: 

X,= -X, 

Z, = -Z,-f32;-6Z;' 

Z,= Z,— 2Z,-f32;"— 4JC4" 

2, = - z. + z,' - .X," + A,'"- z;'" 

Aus diesen Gleichungen folgen: 

es ist demnach die gesuchte Gleichung fünfter Ordnung von folgender Gestalt : 

/^+ Z,y'"+ 4^'y"+ X,y + iiX,- iX,'") y = (135) 

und ihr integrirender Factor ist y selber. 

Multiplicirt man daher die Gleichung (135) mit ydx, so muss das Pro- 
duct ein Tollständiges Differential sein, wir setzen demnach: 

y [y<« + X,y"+ iX,'y+X,y'+ ÜX,'- ^Z,"') y] = 

=Ä [y (y""-\-P.y"'+ ^.y"+ p.v'^ P*y) + 
+ y'(Q.y""+ 0.»'"+ Q.y"+ Q^yO + 

+ y"iR,y""+ R^y"'+ B,y") + y'" («./"+ -8.»'") + T/'/'l (136) 
und nun hat man: 

Pi, P„ P„ P«, Qi, Q„ Q,, Q4, i2„ B^, Äg, 5„ 5, und T 
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so als Functionen von x zu bestimmen, auf dass die Gleichung (136) identisch 
stattfindet. 

Entwickelt man den zweiten Theil der Gleichung (136) und schreibt 
man Tor Allem blos jene Glieder auf, welche mit y<^> multiplicirt Torkommen, 
so erhält man 

Diess muss identisch gleich sein, dem auf der ersten Seite der Gleichung 
mit y(^> multiplidrten Gliede, also muss sein: 

und diese Gleichung kann nur dann identisch sein, wenn 

Q, = 0, ß, = 0, Ä, = 0, r=o 

wird. Durch diess vereinfacht sich die Gleichung (136) und gestattet nun 
folgende Schreibweise : 

+ y (Q.y'"+ Q3/+ Q,y) + y (ä,/'+ i£,y ') + S^y"y"\ (137) 

Entwickelt man nun diese Gleichung, und schreibt man nun yor Allem 
blos jene Glieder auf, welche den Factor y'" besitzen, so erhält man: 

= yy -V^xyy -\-Q^yy +^%y y +^ogy y 

Diese Gleichung muss identisch stattfinden, folglich muss sein: 
Q2 = -l, P| = 0, «3 = 0, S^ = 

Werden diese Werthe in die Gleichung (137) eingeführt , so geht selbe 
über in: 
y[X^y"+iX,'y" + X,y'+{iX,'-iX,"')y] = 

= - y"y" + iiifiP.y"+ Ay + P,y) +y (Qsy"+ <Uy) + Ji.y"yl im 

Nun entwickeln wir diese Gleichung, beachten aber vorerst blos jene 
Glieder, welche den Factor y" haben, man erhält so: 

-2^»/'= — y"y"+ Ayy"+ Q^yy"-^ ^^y'y" 

hieraus folgt: 

P,= X3, Q3 = 0, 2Ä3=1 

Führt man nun diese Werthe in (138) ein, so vereinfacht sich selbe, und 
lautet sodann: 
y[kX^y'+X,y'+{\X;-\X:")y] = 

= X^yy'+X^y'y'-V^-i \y {P,y-\- P,y) + CUy'y] (139) 

Entwickelt man nun beiderseits jene Glieder, welche mit y" multiplicirtt 
auftreten, so erhält man: 

T ^yy'= ^yy"+ ^yy'+ P^yy'-^ 2 CUyy" 

Da auch diese Gleichung identisch stattfinden muss, so hat man: 

4 -2^ = ^ + -Pa 

hieraus folgen: 


n 
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Führt man in die Gleichung (139) die gefundenen Werthe von P, und Q4 
ein, so erhält man: 

Ans dieser Gleichung folgt weiter: 

(j; - iV) yy + aX^'- i V) y«= P;y« + 2P«yy' 
und diese Gleichung wird identisch fSr: 

2P4= z, — 4--^ 
Aue diesen beiden letzten Gleichungen folgt: 

§. 44. 

Aus dem im vorhergehenden Paragraph Gefundenen folgt nun die Iden- 
tität nachstehender Gleichung: 

y[y^*'+ X.y"'+ 4Z,'y"+ Z.y'H- aZ.'- ^Z;")»] = 
es ist somit das Integrale der Gleichung: 

/^ + J!^y'"+l^;y" + ^y + a^/-iV)y = (135) 

folgender Ausdruck: 

»r+^yy'+i^3'yy'+ a^ -iX,'Oy'-yy"-i^.(y')'+ i (j/'O'^C' (140) 

wobei C eine willkürliche Gonstante bezeichnet. 

Es ist nun nicht schwierig, das in den beiden letzten Paragraphen Ge- 
fundene zu verallgemeinern. 

§. 45. 

Auf Seite 75 der zweiten Fortsetzung meiner „neuen Studien^ kam ich 
zu der Differential - Gleichung 

yy-l(2/r+iXy« = C (I4i) 

welche einmal differenzirt zu der Gleichung 

y(y'"+-x:y'+iry) = o 

fuhrt, woraus ich schloss, dass die Gleichung 

y'"+Zy'+|ry = (142) 

den integrirenden Factor y hat. 

Die Gleichung 

X^I'-^\X'y'--ay = ii (143) 

hat y zum int^irenden Factor. Multiplicirt man nämlich die Gleichung (143) 
mit ^, so erhält man: 

Xyy -\' \X'(%i)^— ayy^ 
und diese gibt integrirt: 

Xiyr ay^=C (144) 
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Die Gleichung (143) wurde von HoüeP) in seinem „Cours de calcul 
infinitesimal" und von Darboui in den „Compte rendu" der Pariser Akade- 
mie im Jahre 1880 auf Seite 524 aufgestellt^. Für den Specialfall 

X=(x — a){x — ß) 
wurde die Gleichung (143) in der ersten Fortsetzung meiner Studien auf 
Seite 14 nach Euler's Anleitung integrirt. 

Die Gleichung 

Xy'"+ +Z'y"- 2mxy' + my = (145) 

welche von Sir J. Co ekle aufgestellt wurde (siehe das Quarterly Journal of 
pure and applied Mathematics , Vol. XVII, Seite 35, 1881), hat y' zum inte- 
grirenden Factor, multiplicirt man daher dieselbe mit y\ und integrirt selbe 
so erhält man: 

X(y'r-2mx{yy+ 2myy' = C (146) 

und man kann sich von der Bichtigkeit des so eben ausgesprochenen Satzes 
überzeugen, man braucht blos die Gleichung (146) einmal zu differenziren. 

§. 46. 
Es lassen sich mit Leichtigkeit noch eine Beihe von Gleichungen anführen, 
welche ähnliche Eigenschaften haben, wie die in den vorhergehenden Para- 
graphen erwähnten Gleichungen. Ich will nur einige Beispiele hier anführen: 

Die Gleichung 

2y»-(yT+^y*=C (141) 

führt, einmal differenzirt, zu der Gleichung 

es führt somit die Gleichung 

2yr- iy'y + ^ ^y = C' ^^ ^ 047) 

welche man erhält, wenn man in (141) statt y, y\ y", respective y', y", y" 
setzt, einmal differenzirt, zu der Gleichung 

2y'(y'"+X/'+iX'»)==0 
und somit hat die Gleichung 

y<*^ + Zy"+iry' = (148) 

den integrirenden Factor y. 


') üoüel lehrte im Jahre 1880 im dritten Bande seines schönen Werkes „Coars de 

calcul infinitesimal" auf pagina 123 die Gleichang (143) integriren. Er führt nämlich in 

die Gleichang (148) statt der Variablen x eine neue Variable t ein mittelst der Substitation : 

dx 

-— = dt 

yx 

') Darboux gab für die Gleichung 
die beiden Integrale an: 

/dx 
o ^(}, + VX.y')=C 

/dx 

Multiplicirt man diese beiden Integrale, so erhält man: 
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Den gleichen integrirenden Factor hat aber auch die Oleichnng 

schreibt man daher die zwei Gleichungen 

auf, welche beide, einmal differenzirt, den Factor y haben, multiplicirt man 
ferner die eine derselben mit dem willkürlichen constanten Factor X und 
addirt dann beide, so erhält man: 

^yy"- (y'T +ix + xx,) {yr - aXf = c, 

oder einfacher geschrieben: 

2yy"- (yy + X^(yy + 5y« = C, (149) 

und diese hat einmal differenzirt, gleichfalls y zum Factor, man erhält 
nämlich durch einmalige Differentiation der Gleichung (149) 

2y' ]y-+ Z,y"+ \ X^tf + 6y] = 

Es hat daher die Gleichung 

das Integrale 

wobei C eine willkürliche Gonstante bezeichnet. 

§. 47. 

Setzt man in der Gleichung (144) statt y und y\ respective y und y", 
so kömmt man zu der Gleichung: 

X{y'y^a{yy=C (150) 

sie liefert einmal differenzirt: 

f{2Xf'+X'tf'^2ay)=0 

es hat somit die Differential - Gleichung 

2Z/'+ X'f- 2ay' = 

y" zum integrirenden Factor. Die Gleichung 

X, {y'r - 2mx(yr + 2myy' = C, (146) 

hat genau dieselbe Eigenschaft. Multiplicirt man nun die Gleichung (146) 
mit dem constanten Factor A, und addirt man das Product zur Gleichung (150), 
so erhält man nachstehende Gleichung 

(Z4- il-X,)(yT - (a T 2Xmx)\yy -^ 2Xmy%i = (7+ iC, 
welche sich auch so schreiben lässt: 

9^^) . (y'T - (a + ftcc) (yr + hyy' = A (151) 

wobei a, 6, ^ gegebene £lonstante und 9 (o;) eine gegebene Function von x 
bezeichnet, und diese hat genau dieselbe Eigenthümlichkeit, welche die beiden 
Gleichungen (146) und (150) haben. 

Differenzirt man daher die Gleichung (151), so kömmt man zu folgender 
Gleichung : 

y"[29(a?)y'"+ ^l{x) y"- 2 (a + hx)y'+ by] = 
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und hieraus schliessen wir, dass die lineare Differential - Gleichung dritter 
Ordnung : 

29 W» "+ 9{^)y'- 2 (a + Ix) y + by ^ (152) 

y" zum integrirenden Factor hat, und dass das Integrale der Gleichung (152) 
folgendes ist: 

9(«^)(yT- (a + bx) {^y+byy'= A (151) 

Setzt man in die Gleichung (152) 

so gelangt man zu folgender Gleichung 

(m + x) y" + iy ' — 2 (a + bx) y + by=0 

die sich also stets integriren lässt. Ihr Integrale ist nämlich: 

i{m + x) iyy -(a + bx) (yT + hyy = C 
wobei C eine willkürliche Gonstante bezeichnet. 

§. 48, 
In Ohrtmann 's Jahrbuch „Fortschritte der Mathematik^ 1880, Seite 269, 
kömmt die Gleichung 

rc(y'r- 2ma:(yr + 2myy'= C (158) 

vor, zu welcher Herr Cookie gelangte. Sie nimjut einmal differenzirt fol- 
gende Gestalt an: 

y" [2^2/'"-|- y' — 4tiiay + 2wiy] =0 
und dieser Gleichung genügen nicht nur jene Werthe von y , welche 

»"=0 

machen, sondern auch jene Werthe von y, welche der Gleichung 

ajy'"+ iy"- ^rnxy' + my = (154) 

entsprechen. 

Ich nehme mir nun vor, die Gleichung (154) zu integriren. Versucht 
man diess nach der Methode vonLaplace, so hat man vor Allem den Brach 

j^ zu construiren^ und sodann denselben in Partialbrüche zu zerlegen. Nun ist: 

U^ ^ ju' + m _ t _ , i _ _ 1 

Da der dritte Partialbruch einen negativen Zähler hat, so eignet sich 
die Methode von Laplace, direct angewandt, nicht zur Integration der 
Gleichung (154). 

Ich differenzire nun die Gleichung (154) einmal und erhalte: 

xy""+ W— 2mxy''— my'= 
Diese ist von der vierten Ordnung, geht aber für 

y'=z 

über in 

aj/"+ 1 2j"_ 2mxz — m« = (155) 

welche von der dritten Ordnung ist. Versucht man nun diese nach der Me- 
thode von Laplace zu behandeln, und bildet zu dem Zwecke den Bruch -^, 
so hat man: 
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hier haben die drei Brüche, in welche sich der Bruch -^ zerlegen lässt, 

positive Zähler. Die Gleichung (155) ist nun, wie ich bemerkt habe, eine 
solche Gleichung; die ich auf Seite 24 der zweiten Fortsetzung meiner Studien 
integriren lehrte. Setzt man nämlich in (155) 

z = Z? 
so erhält man: 

2xZZ"'+ 6xZT+ 3Zr+ 3(20' - ^fnxZZ— mZ^=0 
und diese Gleichung lässt sich auch so schreiben: 

Z(2(cZ"+ Z— mxZ)'+ 3Z'{2xZ" + Z' - mxZ) = 

und ihr wird genügt, wenn man: 

2a?Z"+Z'-. micZ = 
setzt. Hieraus folgt: 

+ 1 4-1 

Z= CJ e''^ "^ {1 —h'^''^ du + C^VxJ e'^ '^ (l—u^^^ du 
—1 —1 

wo 6\ und C, willkürliche Constante bedeuten. 

Nun folgt weiter: 

+1 +1 


r,[Je"'^*(l -««)"* dttj +Ä5a?[J/'^*(l — u«)""*(ft*J + 


— 1 — 1 

+1 +j 


+ K^Vx 


' J «* (1 — »*)"' <^« • J e" (1 — «')"* <^ « 


3 

— 1 — 1 


J4 , f 2 , f 3 bedeuten hier willkürliche Constante. 

Dieses soeben gefundene z ist gleich y"; durch Differenziren dieses Aus- 
druckes erhält man y\ durch nochmaliges Differenziren i/"; aus den so be- 
rechneten Werthen von y, y'\ ^" ergibt sich dann mittelst der Gleichung (154) 
das gesuchte y. 


Achtzehnter Abschnitt. 


§.49. 

Ist das vollständige Integrale der linearen Differential-Gleichong zweiter 
Ordnung : 

X^ff'+X,y'+X^y^Q (156) 

von folgender Form: 

y — C,yi+ C^y^ 
wobei y^ und y^ die beiden particulären Integrale der vorgelegten Differential- 
Gleichung (156) und C^, Cg willkürliche Gonstante sind^ so wird bekanntlich 
das vollständige Integrale der linearen Differential - Gleichung : 

X^y''+X^^^'X^y = q>{x) (157) 

nach Lagrange genau dieselbe Form 

y=C,y, + C^y^ (158) 

haben, nur sind jetzt C^ und C^ nicht mehr willkürliche Gonstante, sondern 
bestimmte, einstweilen noch unbekannte Functionen von x, 

TJm nun diese der Gleichung (157) Genüge zu leistenden Werthe von C^ 
und C^ zu finden, differenzire man die Gleichung (158), man erhält dann: 

Nun setzt Lagrange 

C/y. + C7;y« = (159) 

dadurch geht obiges y' über in: 

y=0,y.'+C,y,' (160) 

Wird diess neuerdings differenzirt, so erhält man: 

y"= C, y,"+ C;y,"+ C/y/ + (7,'y,' (161) 

nnd führt man nun in die Gleichung (157) f&r y und y" die in (160) und 
(161) stehenden Werthe ein, so erhält man: 
C;(i,y,"+^y,'+ ^y,) + r.(Z,y,"+:X,y,'+ A^,y^ + 

+ ^ (C.' y,'+ C,' y,-) = 9> (a) (162) 
Weil aber y^ und y, particnläre Integrale der Gleichung (156) sind, so 
mflssen folgende zwei Gleichungen identisch stattfinden: 

■^yt"+ ^ yi + ^Vi = 

und durch diess geht die Gleichung (162) über in : 

^(C,V+C,V) = 9>(«) 
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Man hat daher zur Bestimmung von C\ nnd 0, folgende zwei Gleichungen: 

<^,'y. + C^'y, = 

aas welchen folgt: 

^/_ , »(«) y . ^^'^^^ 

Eliminirt man aus den beiden Gleichungen (163) das^^, so erhält man 
die Gleichung: 

^ (y/'y« — y/yi) + ^ (y/y« — y«'yi) = o 

welche sich auch so schreiben lässt: 

^ (yiVit - y/yi)' + ^i (Vi y« — y/yi) = o 

und hieraus folgt der Abel* sehe Satz: 

y/y« — y«'yi = « ^ 

(Siehe Oeuvres completes par N. H. Abel 1839, I.Band, Seite 93 oder auch 
die neue Auflage dieses Werkes, 1881, 1, Band, Seite 252.) 

Wendet man diess auf die Gleichungen (164) an, so erhält man: 


X, 


fh 


r'_ y Jy (g) / ^ 


(ix 


(165) 


nnd somit iat das vollständige Int^ale der Gleichung (157) 

Setzt man 9 (o?) ^ c unter c eine Constante verstanden, so ist das voll- 
ständige Integrale der linearen Differential - Gleichung 

Z,y''+X,y'4-A„y = c 

oder was dasselbe ist, es ist das^yoUständige Integrale der nachstehenden 
linearen Differential - Gleichung dritter Ordnung: 

^(jr.y"+J[.j,'-h:Soy) = 
folgendes : 

y=^yi + ^y«+^W^ -^"^0' -i^J 

wobei A^ B und (7 willkürliche Constante bedeuten. 

§. 50. 
Differenzirt man die lineare Differential - Gleichung 

isH + K^) y'H- («1 + \^) y + K + ?^o«j) y - (i66) 

einmal, so erhält man eine lineare Differential -Gleichung dritter Ordnung, 
deren Coefficienten vom ersten Grade sind. Da ich die Differential - Gleichung 
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(166) in allen Fällen integriren lehrte, so Iftsst sich somit auch die durch 
Differenziren gewonnene Differential -Oleichung dritter Ordnung in allen F&Uen 
mittelst der Formel (165) integriren. Aber die so eben genannte Formel ist 
nicht bequem, und liefert meistens sehr complicirte Ausdrücke. Ich habe daher 
andere Wege gesucht, um das vollständige Integrale der erwähnten Differential- 
Gleichung dritter Ordnung zu erhalten, in mehreren SpecialfäUen ist mir 
diess auch in der That geglückt. 

§. 51. 

Hat man z. B. die Differential - Gleichung 
(rn + xY+ [A+B--{a+ß)(m + a?)]» + [^Aß-Ba + aß {m + x)]y=0 (167) 

und stellen in derselben A und B reelle ganze positive Zahlen vor, ferner 
a und ß zwei beliebige von einander verschiedene Zahlen, von denen aber 
keine gleich Null ist, so lässt sich leicht das vollständige Integrale der 
Gleichung (167) aufstellen. Bildet man nämlich den Ausdruck: 

9 (^) = (tt — «)^"* (w — ßf~^ 
so ist das vollständige Integrale der Gleichung (167) 

« — r ü«* r y(") _ y'(«) . y ' («) _ 1 i 

y-^^i^ Im + x (m+Ä)' "^ (m + Ä)» •••J-r 
"^ • Im + x {m+xy "• (m+aj)- * ' ' J 

(siehe Seite 7 meiner Vorlesungen über lineare Differential-Gleichungen). 

Differenzirt man die Gleichung (167) einmal, so erhält man: 

{m +x) f'-^ [A + B + 1- ia+ ß) (m + x)]y"+ 

+ [-a{B + l)^ß{A + l) + aß{m + x)}i/+aßy = (168) 

Bildet man ffir diese Gleichung den Bruch ~, so erhält noAn: 

und nun ist das vollständige Integrale der Differential - Gleichung (168) nach 
der auf Seite 2 der zweiten Fortsetzung meiner Studien gegebenen Formel: 

•i — r ^"* r y(«) y'(«) I 9' («) _ "I I 

^^«^ L5r+¥ (m+xy ^ (m + xy •••J^^ 

, P r y(0) _ y'(o) , y"(0) _ "I 

"^ •L«» + « (m+xy ~^ {m+xy "'J 
wobei wieder 

9,(w) =r (u - «)^-^t* -. /J)*-^ 
ist, und C|, C^f C, willkürliche Constante bezeichnen. 

Durch Differenziren der Gleichung (167) ist daher eine Differential- 
Gleichung entstanden, deren Ordnung um eine Einheit zugenommen bat, und 
diese Differential - Gleichung ist die in (168) stehende, sie hat ausser den 
beiden der Gleichung (167) genügenden particulären Integrale |noch das par- 
ticuläre Integrale 

y m + x {m-\-xy (m+xy 


6r 

Man kann das Integrale der Gleichung (168) anch erhalten, wenn man 
in die Gleichung (6) der zweiten Fortsetzung meiner Studien 

C=l, y = 
setzt, man erhält dann als das Integrale der Gleichung (168) 


J_ c e" -^-- le'"-»)' ^- [''"'![ 


dx 


(170) 


§. 52. 
Wären in der Gleichung (167) A und B reelle ganze positive Zahlen, 
a eine beliebige Zahl und ß = Oj so kömmt man zu der Differential-Gleichung 
{m + X) t/"+ [^ + i? — a (m 4- a;)]y'— 5ay = (169) 

deren vollständiges Integrale: 

y — ^i « \^m + x (m + x)^ ' (m+o:')-^ ' * * J 
, P r 9(0) _ y'(0) , 9 ^ (0) _ 1 

ist, falls unter (p{u) folgender Ausdruck: 

/ \ / \A — 1 5 — 1 

(p{u) = (w — a) u 
verstanden wird. Differenzirt man die Gleichung (169) einmal, so erhält 
man die Gleichung: 

(m + x)y''+ [A + B+l^a{m + x)]/- a (B + l)y'= (171) 

Ihr genügen ausser den zwei in (170) aufgestellten particulären Inte- 
gralen noch das Integrale 

so dass das vollständige Integrale der Gleichung (171) folgendes ist: 

y — ^i^ Im + x (m+x)^^ {m+x)' • • • J "f 

, ^ r 9(0) _ y Mo) , y"(o) _ * 1 . ^ 

'^^im + x (m + a;}' • (m+ac/ • • • J "T ^3 

unter (7,, (7,, C^ willkürliche Constante verstanden. 

§. 53. 

Sind in der Differential -Gleichung 

(m'j-x)y'+[A+B—{a + ß)(m+x)]y + [^ Aß- Ba + aß(m-\'X)]i/ =0{lß7) 

A und B positive echte Brüche, und a und ß constante von Null verschie- 
dene Zahlen, so ist das Integrale der Gleichung (167) bekanntlich: 


ß 


ß 
+ C^ (m + xy-^'^je'^""-^'^ (u—a)-^(u - /3)~^rf/i 


Spitser, Nene Stadien. 9. Forts. SchluiM. 
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Differenzirt man die Gleichung (167) einmal, so lautet die differenzirte 
OleichuDg : 

(wi -f x) y'"+ [-4 + ^ + 1 — (« + i^) (^ + a^)] y" + 

+ [-a{B+l)--ßiA+l) + aß{m + x)]y' + aßy = (168) 

und ihr vollständiges Integrale ist: 


y = C, re"^"'+'> (« - af-' {u — ßf-'du 4- 




ß 




ß 

wie ich bereits auf Seite 22 der ersten Fortsetzuug meiner „neuen Studien'^ 
gefunden habe. 

Ist 

A + B=^l 

so nimmt das dritte mit C^^ multiplicirte particuläre Integrale die Form 

ß 

y = C^je^^*^-^^\u — af~'(u - ßf-^ log [{m + x) (u — a) (u — ß)] du 

a 

an, die beiden andern particulären Integrale behalten ihre früher angegebene 
Form bei. 

Ist ß = Oy so lässt sich leicht das vollständige Integrale der Qleichnng 
(168) geben; es ist nämlich, falls A und B positive echte Bräche sind, 


y 


/> I «(»» + *) / sA — l B~l j 1 

= (., I 65 (W ~ «) U du -f- 


a 


+ Cj (m + x)'-^-*Je"<"' + " (« — «)-"«-" du + C3 





und falls A uud B positive echte Brüche sind, und 

A + B = l 

ist, so hat man: 


a 


y = C re"<'"+*' (« - a)^-' «»-' du 4- 



a 


+ cJe"^'"-^'^ iu—a)-' u~^ log[(m-\- x) u(u~ a)] du + C^ 





§. 54. 
Sind in der Differential -Gleichung 
{m+x)y'-\- \A + B-(cc+ß) (m + aj)]y + [— ^/3— 5«+ aß (m + x)]y=0 (167) 
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A und B positive aber unechte Br&che, und a und ß constante von Null ver- 
schiedene ungleiche Zahlen^ so setze mau 

A •= a -\- A^ 

B ^b + B, 

wo a und b reelle ganze positive Zahlen bezeichnen, A^ und B^ aber positive 

echte Bruche sind^ oder imaginäre Zahlen, deren reelle Bestandtheile positive 

echte Brüche sind. Das vollständige Integrale der Gleichung (167) ist sodann : 
ß 

a 

a 

(Siehe §. 12 des ersten Abschnittes meiner im Jahre 1860 publicirten Studien.) 

Differenzirt man die Gleichung (167) , so gelangt man zur Gleichung 
(168) und das Integrale dieser Gleichung ist: 

a 

y = cJ«-<'"+'> («- a)^-' (« - ßf-' du + (172) 

ß 


ß 


+c^^'-^h--ß^'£^[^^^ (u-«"^' du\\ 

a 

vorausgesetzt, dass a und ß zwei von einander verschiedene Zahlen sind, von 
denen keine gleich Null ist, und (7,, C,, C^ willkürliche Constante bedeuten. 
Der Beweis dieses Satzes wird auf dieselbe Weise geführt, wie er, im Falle 
als A und B positive echte Brüche sind, auf Seite 22 der ersten Fortsetzung 
meiner ^neuen Studien^ geführt wurde. 

Sollte il| -f- A ^ 1 ^^^1 s^ müsste statt 

ß 

(m 4- ic)'-^'-''Je"^'"+'^ (u — a)-^^ {u - ß)'^' du 

a 

geschrieben werden: 
ß 


je''^'^-^'^ (u — a)"^' {u — ßr^ hg [(m +x) {u — a) {u — ß)] d 


u 


§. 55. 

Differenzirt man die Gleichung (167) Cmal, unter C eine ganze posi- 
tive Zahl verstanden, so erhält man 

(m + aj)y^+*> +[A + B+C--{a + ß){m-hx)] /'-^'^ + 
^l-Aß — Ba-C{a + ß) + aß (m + x)] y^'^ + Caßy^'''^ =- 


68 

und sind A und B gebrochene positive Zahlen, und a and ß constante, von 
Null verschiedene ungleiche Zahlen, so genügt dieser Gleichung ebenfalls der 
in (172) stehende Ausdruck. Setzt man 

y — z 

so kömmt man zu der Differential - Gleichung : 

(m + x) Z'' + [^ + fi + C— (a 4- iS) (wi + ic)] Z" + 

-f [— ^iS — Sa — C (a + iS) + «iS (w + x)\ Z' + CaßZ = 

und das vollständige Integrale dieser Gleichung ist: 


= C\ \e ^ ^ {u — a) (u — p) u du + 


z 

ö 


ß 


^^\^ \^— OL) [yi — p) u a w + 




a 

wobei die in diesem Integrale vorkommenden Buchstaben dieselbe Bedeutung 
haben, wie im vorhergehenden Paragraphe. 


§. 56. 

Auf gleiche Weise könnte man vorgehen, wenn in der Gleichung (167) 
A und B gebrochene negative Zahlen wären; wir wollen dies der Einfachheit 
halber blos an einem Beispiele zeigen. Sei 

a?2j" — z — CDZ = (173) 

die vorgelegte Gleichung, für welche m = 0, a = — 1, j3 = -f- 1, A = — ^, 
JS = — i ist. 

Sie liefert, einmal differenzirt, die Gleichung: 

xz'"—xz''-'Z = (174) 

zu welcher man auch, wie ich so nebenbei bemerke , gelangt, wenn man aus 
den beiden Gleichungen 

xy'']-y — xy = 

xy' = z 

das y eliminirt. Es ist nämlich successive: 

/ = xy 

z =xy +y 

ff I 

« = 2 -\-y 

fff ' I ' 

z = z -Y y 
^ fff / I 

xz = xz -\- z 

Das Integrale der Gleichung (174) findet sich auf Seite 37 der zweiten 
Fortsetzung meiner „neuen Studien^ und ist: 
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— 1 

(Siehe auch Seite 87 der ersten Fortsetzung meiner Studien.) 

§. 57. 

Sind A und B reelle ganze negative Zahlen, etwa 

iä = — 2, J5 = — 3, a = — 1, /J = + l, m = 
so hat man die Differential- Gleichung 

ajy"-5y'-(l+aj)y = (175) 

Die beiden particulären Integrale ^i , y^ dieser Differential-Oleichung sind : 

y, = 6^(2aj« - 9aj« + 18aj - 15) ^^^^^ 

jg = «"** (oj* + 4ic +5) 
Differenzirt man die Oleichung (175) einmal, so erhält man: 

«y"-4y"-(l+aj)y'-y = (177) 

Dieser Oleichung genügen die zwei soeben aufgestellten, mit (176) be- 
zeichneten particulären Integrale, ausserdem genügt aber der Gleichung (177) 
noch folgendes Integrale: 

welches ich im §. 49 dieses Buches aufstellte, wobei 

Zg = «, -Xi = — 5 
somit 


und 


jy^ das = — blogx 


6 ■ =- — 


aj* 


dx 


ist. Man hat daher: 

y = e' (2«» - 9«« + 18« - 15) J?I^i^*-±^ 

als das vollständige Integrale der Oleichung (177). 

§. 58. 

Setzt man in die Gieichong 
(m + st) y" +[B — 2a{m-{- x)] y -]-[A — Ba + a* (m + aj)] y = 
ffir m, .^ und B die Werthe: 

m = 0, ^=0, B = \ 
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so erhält man die Gleichung 

^y' + (i - 2«c«) y +(-!« + a}x) y = (178) 

und ihr Integrale ist: 

y=^C^ e^ + Ca«"* Y^ 
Differenzirt man die Gleichung (178), so erhält man 

^y" + (I - 2 ax) y" + (- |a + a^x) y + a^ y =. (179) 

und diese Gleichung dritter Ordnung ist nun nicht schwer zu integriren. 

Ein particuläres Integral derselben ist offenbar y = e"'\ setzt man da* 
her in die Gleichung (179) 

ax 

so gelangt man zu folgender Gleichung 

^yr + ii + ccx) y," + iay,' = 
welche für 

yi = 2/« 
übergeht in: 

«y«"+ (i + ««^) »«'+ i«y. = (180) 

Ein particuläres Integrale dieser Gleichung ist, wie leicht zu finden, 

t/j = — ; setzt man daher in (180) 

__ j_ 

so gelangt man zu folgender Gleichung in ^3 

a^ya" + a + ccx) y; = 
woraus 

y^ ~T^ 

hervorgeht. Es ist somit successive: 

y^ " j vx 

y^ "" Vx) Vx 
y^ j[j Vx \ vx 

das Integrale der Gleichung (179). 

§. 59. 

Das soeben gegebene Integrale der Gleichung (179) lässt sich leicht in 
unendliche Reihen entwickeln; es ist nämlich: 

und somit erhält man 
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y = il[x--.-j + y3i-yii + y^-...]e + Be \/x+Ce 
wo A, jB, C willkürliche Gonstante bedeuten. 

Es ist also durch Differenziren der Gleichung (178) die Gleichung (179) 
heryorgegangen , und die Gleichung (179) hat ausser den Integralen, die der 
Gleichung (178) angehören, noch das particuläre Integrale 

y = L® ~ 8 • 21 + y • 81 - T • 41 + T • 6! - • • • r 

§. 60. 

Setzt man in die Gleichung: 
(m + aj) y" + [B — 2a(m + x)] y' + [4 - 5« +• a« (m + a>)J y = 

j» = 0, A = — ^, 5 = 4, « = 1 
so kommt man zu der Gleichung: 

«y" + i^-2x)y' + (-l + x)f, = (181) 

Ihr genfigt: 

y = e' (C, «+ ^' + C, e-^) (182) 

Differenzirt man die Gleichung (181), so erh&lt man die Differential- 
Gleichung : 

, «/' + (I - 2«) y" + (- -U + a;) y' + y = (183) 

Ihr vollständiges Integrale ist: 

y=e«((7. e-'V'+ Cie"^«) + C,e'[e-^f-^^^^^-e^^f-=^^^^] (184) 

Setzt man in (183) und (184) 

y = e'z 
so erhält man die Differential -Gleichung 

xz" -\- (x -{- i)z" + iz - iz = 
und dieser Gleichung genfigt 

wie sich leicht nachweisen lässt. 

§. 61. 

Lautet die Differential - Gleichung zweiter Ordnung folgendermassen : 

ny' + (m + aj — na)y'-f [il — a(w 4-«)l tf = (185) 

(siehe Seite 51 meiner Vorlesungen), so lautet die einmal differenzirte Glei- 
chung (185) so: 

ny"+ (m + aj — na)y"-f- [A+\ — a{m + x)]y — ay = Q (186) 

um diese Gleichung zu integriren, bilde ich vorerst den Bruch ^; 

dieser ist: 

CTp nu'' + (m — na)w^ + (-4 + l — am)w — a ^.. i _ i -^ i * 

CT, u' -- au ' ' u — « ' t* 

dann construire ich j-^du, dies ist gleich 
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— u^ -]- mu '■\' A log {u — a) -^ logu 


ferner hat man 


sodann ist 


fu;^'' f ,^ T •*• + "••* 
} = 14 (w — «) e 






Zur Bestimmung der Orenzen dient die Gleichung 


u{u — a) e =0 


Die Gleichung (186) hat ein particuläres Integrale mehr, als die Glei- 
chung (185) hat; ist A positiv, so ist dieses eine particul&re Integrale 


a 


e {u — a) du 



und ist A eine reelle ganze positive Zahl, so lässt sich dieses y auch so 
schreiben : 


a» d^-1 r J «' + (»» + «)(«•-«) 


oder auch folgendermassen : 




§.62. 

Die Differential -Gleichung 

aay"+aiy'+(a„+«)y = (187) 

hat das Integrale 


CO 




y 




+ C,^,6 ^ +^8^3^ Jdfl(l88) 

wobei (7,, (7«, (7, willkürliche Constante sind, zwischen denen die Gleichung 

c, + c^ + c^ = o 

stattfindet, wobei ferner /»,, ft,, fig Wurzeln der Gleichung 

a^liL^ = — \ 
sind. Differenzirt man die Gleichung (187), so kömmt man zu der Gleichung 

«a y" + «,/ + (oo + a?)y + y = 
und dieser Gleichung genügt derselbe in (188) stehende Werth von y, nur 
findet zwischen den drei willkürlichen Constanten C^, (7,, Q keine Bedingungs- 
gleichung statt. 
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§. 63. 

Ich erlaube mir diesen Abschnitt mit folgendem Resumä zu schliessen: 

Die Differential -Oleichong 

(a, + \x)f + (a, + \x) y' + (a^ + b^x) y = (166) 

habe ich in allen Fällen, wie immer auch die darin auftretenden Constanten 
beschaffen sind, integriren gelehrt. Das Integrale der Gleichung (166) hängt 
ab von dem Bruche 

Üq g, tt* + cti u + gp 

der, je nach der Beschaffenheit der Constanten Oq^ a^, a^^ b^y b^^ K* ^^ ^^^' 
genden vier verschiedenen Formen auftritt: 

^. - ^ 4- ^ 1 ^ 

ü,_ . A ,_A_ 

-^- — m -t- ^^ _-^^, "t" u - a 


Wird die Gleichung (166) einmal differenzirt, so erhält man die Gleichung 
(a, + hx)y'''+ia, + 6« + h,x)y''+ (a^ + i, + 60^^)^+60^ = (189) 
und für diese nimmt der Bruch j^ die Form an: 

und dies ist gleich: 

Durch dies wird der Bruch ^, für die Gleichung (189) construirt, stets zu 
einer der nachstehenden vier Formen führen: 

CT", "" "* ^ (u - «)' ^ t* — « ^ u 
CT, ' * u — a ^ u 


Anhang. 

Ich kam auf Seite 122 meiner „neuen Studien" auf die Gleichung: 

+ [{A—Ba)(n + x) + {A,—B,a)lm + x)-\-a^{m'\'x){n + x)]y = 

Sie vereinfacht sich, wenn man 

^ = 0, A, = 

setzt und geht dadurch über in: 

(fn+x){n+x)(y'''-2ay' + a^y) + [B{n + x)+B,{m + x)](y'-ay)=0 

Multiplicirt man diese Gleichung mit e""*, so gestattet sie folgende 
Schreibweise : 

(m + x) (n + x) {e"''yr + [B(n-\-x) + B, (m+x)] («'"'yX = 
und hieraus folgt 

(e-'^'yr ^ B_ B^ 

(c~"*3/)' m + x n-^x 

Integrirt man diese Gleichung, so erhält man: 

iog (6""*y)' = -'Blog{m + x)-B,hg (n + x) 
hieraus folgt: 




(m + xf (n + OJ)^' 

somit ist: 

ttx r dx 

das Integrale der Gleichung (1). 


Sucht man ganz allgemein, wie die Coefficienten der Gleichung 

X,y'' + X,y' + X^y = (2) 

beschaffen sein müssen, auf dass 

ax 

y =z e 

ein particuläres Integrale der Gleichung (2) werde. 

Soll y = /'' der Gleichung (2) Genüge leisten, so muss 

X^a^ + X,a + X^ = 
sein. Hieraus folgt 
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somit hat die gesuchte Gleichung die Form: 

-y«/ + -X,y'- « Ä « + ZJ y = (3) 

Setzt man Toraus, dass 

X^ = l, Z, = P, «=1 
sei, 80 erhUt man die Oleichnng 

welche in Prof. Eönigsberger's Arbeit: „Allgemeine üntersnchongen aus 
der Theorie der Differential - Qleichnngen*^ auf Seite 111 vorkömmt Ihr ge- 
nügt y = 6^. (Siehe auch Integration der linearen Differential-Gleichungen von 
Jos. Petzval, 1853, erster Band, Seite 37.) 


Sucht man ferner, wie die CoefGcienten der Gleichung 

^\y'+ X,y-hX,y = (2) 

beschaffen sein mQssen, auf dass 

y=ze ^'^ (4) 

ein particuläres Integrale der Gleichung (2) werde. 

Soll der Ausdruck (4) der Gleichung (2) genügen, so muss das Sub- 
stitutions-Besultat der nachstehenden drei Ausdrücke: 

ax*4-ßx 

in die Gleichung (2) vorgenommen, auf eine Identität fahren, d. h. es muss sein : 

[2a + i2ax + /J)»] X^ + {2ax -f- jS) Z, + ^ = 
hieraus folgt: 

X^ = — [2a + i2ax + ßY] X^ — i2ax + ß) X, (5) 

somit lautet die gesuchte Gleichung: 

X^y' + X,y-[2aX^ + (2ax + ßrX,+{2ax + ß)X,]y = (6) 
Soll die Gleichung (6) quadratische Coefficienten haben, so nehmen wir 
an, dass 

^ = Oq + bqX -}- Cjo;' 
X^ = a^ -)- 6, oj 4- Cj aj' 

^ = <h + K^ + ^0^^ 
sei, dann muss vermöge der Gleichung (5) folgende Gleichung stattfinden: 

% + b^x+c^x^ = — [2a + 4ta^x^ + 4,aßx'\'ß^{a2 + b^x + c^x^) — 

— {2ax-]-ß) («1+^105+0,05*) 

oder anders geschrieben: 

% + 6«aj + c^« = - [(2a,«+a,i8«+a,/3) + {4a^aß+2b^a+bJ^+2a,a+h,ß)x + 

+ (4a, a» + 462ai5+2c5a + Ca/3* + 26,a + c, /?)«« + 

+ (4&2a» + 2c,a + 4caa/J)«» + 4caa*aj*] 

Da aber ^1^ ein quadratischer Ausdruck sein soll, so muss 

4caa« = 

46aa« + 2c,a + 4c^aß = 
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sein. Aus der ersten dieser zwei Oleichungen folgt, da a nioht Null ist, 

Durch dies geht die zweite der eben aufgeschriebenen zwei Gleichungen über in : 

4bga« -f 2c,a = Q 
woraus 

c, = — 2^2« 
folgt. Es ist somit in diesem Falle die Qleichung (2) von folgender Gestalt : 
(oj + fr^a) y"+ (a, + &, « — 265«««) y — 

^ [(2a,a + a, i5 + o^/J») + (4a^ «jS + 2fe,a + ^a/S' -f 2a, a + 6, /S) a? + 

H-2a(2a4a + 6,/J-h6i)ajTy = 
und dieser Gleichung genügt in der That der Ausdruck: 

y = e 


Ich suche nun, wie die Coefücienten der Gleichung 

^9y" + ^,y + ^oy = o (2) 

beschaffen sein müssen, auf dass 

y = e««'+/»*'+y* (7) 

ein particuläres Integrale der Gleichung (2) werde. 

Soll der Ausdruck (7) der Gleichung (2) genügen, so muss das Sub- 
stitutions - Besultat der nachstehenden drei Ausdrücke: 

y" = g«««+/»^'+yx |.g^^ 4- 2/3 + (3aaj« + 2/3« -f y)«] 
in die Gleichung (2) vorgenommen, auf eine Identität führen, d. h. es muss sein: 

\ßax + 2/3 + (3 «aj« + 2ßx + y)'^] X^ + (3««» + 2/3a? + y) JS» + -X^ = 
hieraus folgt: 
^ .= _ [6 ax + 2/3 + (3aa;« f 2/3« + yY] X^ — (?««« + 2/3« + y) Z^ (8) 

somit lautet die gesuchte Gleichung: 

Soll die Gleichung (9) quadratische Coefficienten haben, so nehmen wir 
an, es sei: 

Z| = o, + 6, « + C| «• 

-^0 = «0 + ^0^ + c««' 
dann muss vermöge der Gleichung (8) folgende Gleichung stattfinden: 

«0 + K^ + c«a?« = — [6a« + 2/3 + (3a«« -f 2/3« + y)«] («, + 6,« +c.,««) - 

— (3a«« + 2/3« + y) (a, + 6^ a + c,««) 

Diese Gleichung lautet in entwickelter Gestalt folgendermassen : 

= — [2/Ja,-|-a,y' + a.y^-(6a,a^-4a,/Jy + 26,/5^-6,y•^-2a,/5 + &,y)ar^- 
+(4o,/J•+6a,ay-|-66,a+462/Jy^-2^c,^-c,y»+3a,a+25,/J+c,y)aJ«+ 
+ (12a4«/J +46,/J« + 66,«y4- 6c,a -I- 4c,/Jy + 3i, a + 2c, /3)a!» +- 
+ (9 o, a« + 12 6, « /S + 4cj3« + 6c,ay -f- 3c, a) «♦ + (9*,«' + 1 2 c««/J) «* + 9c»« V] 
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Da aber der erste Theil dieser Oleichung ein quadratischer Ausdruck ist, 
so muss auch der zweite Theil dieser Gleichung ein quadratischer Ausdruck 
sein; folglich muss sein: 
9c, «« = 

96ja« + 12caa/J = 

90,«« -f- 12 6ja/3 +4ca/3« + Gc^ay + 3ci a = 
120,«/? + 46j/J« + 66jay + Gcj a + 4c^/3y + 36i a + 2c, /3 = 

Aus der ersten dieser Oleichungen folgt, da a, ß, y vermöge der Vor- 
aussetzung nicht gleich Null sind. 

Cg=0 

Dies in die zweite Gleichung eingesetzt, führt auf 

6^ = 
Die dritte Gleichung lautet sodann: 

9a,a" + 3c,a = 
und hieraus folgt: 

c, = — Za^a 

Führt man diese Werthe von \^ c, und c, in die Gleichung 

12aaai8 + 46, j8« + 66j «y + ßca« + 4 Cg/Jy + 3i, a + 2c, /J = 

ein, so erhält man: 

Via^aß + 36,a — ^a^aß = 

und hieraus folgt: 

6, = — 2a^ß 

Es ist somit: 

S+M + CoaJ« = -[2/}aa + «»y' + a,y + 2(3a5a + a,/3 + a,/Jy)a: + 3a(a, + a,y^^ 

und somit lautet die gesuchte Gleichung: 

-[2a^ß + a,y + a^y*+2i3a^a + a,ß-\-a^ßy)x + 3a{a,+ a^Y)x^]y^0 

Diese vereinfacht sich noch, wenn man, was gestattet ist, in selbe a^ = l 
setzt, man erhält sodann als Differential- Gleichung zweiter Ordnung mit qua- 
dratischen Goefficienten, der Genüge geschieht durch folgende Werthe von y 

y — ö 
nachstehende Gleichung: 

y"i-(a,— 2/30; — 3ax«)y'-fy« + aiy + 2/J + 2(3« + a,/J + /Jy)a; + 

+ 3«(a,+y)a;«]y = 
und setzt man der Kürze halber 

so leistet der Gleichung 

y" + (m - X')y'-{mA' + X') y = 
folgender Ausdruck Genüge: 

X r —mx—X j 

y = e 1 dx. 

Die beiden letzten Gleichungen finden auch statt, was immer X für eine 
Function von x ist. 

Sucht man nun schliesslichi wie die Goefficienten der Gleichung 
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(o, + 6,« + c,««) y" + (o, + 6. X + c, ««) y' + (o, + io« + <;,!«?•) y = (10) 
besohaffen sein mflssen, auf dass derselben durch 

y = / (11) 

genügt wird. 

Aus der Gleichung (11) folgt: 

a 


et 


/2a . «n 

und werden diese Werthe in die GleichÜDg (10) eingeführt, so erhält man, ge- 
hörig geordnet, folgende Gleichung: 

a,a« + a(2aa + b^a)x + a(2\ — a^ + c^a)«« + a(2ca — &,)x* + 

und diese wird identisch, wenn folgende Gleichungen stattfinden: 

Og = a^ = c^a 

6, = feo = 

a^ = c^a c„ = 
b, = 2c, 

Die Gleichung (10) nimmt hiedurch folgende Gestalt an: 
o,ajV'+ (^5«« + 2c^x + €^x^) y + c^ay = 
Setzt man hierein c, = 1 , wodurch die Allgemeinheit dieser Gleichung nicht 
gestört wird, so erhält man: 

aj'y" + (« + 2a? + c^x'^)y -j- c^ay = 
als gesuchte Gleichung. 
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